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Abstrakt
Cílem této diplomové práce je vysv¥tlit problematiku model· s p°ekrývajícími se gene-
racemi (OLG model·). Nejprve jsou modely s p°ekrývajícími se generacemi ukotveny v
kontextu ekonomické r·stové teorie. Následn¥ je popsán první publikovaný OLG model:
Diamond·v model, protoºe princip dne²ních model· je stále realtivn¥ blízký práv¥ Di-
amondov¥ modelu. Následn¥ je v práci podrobn¥ rozebrán Auerbach·v-Kotlikoff·v mo-
del. Na základ¥ tohoto modelu je provedena simulace stavu eské ekonomiky z pohledu
financování penzí pro rok 2065 p°i pouºití prognózy demografického vývoje eského sta-
tistického ú°adu. Sledujeme vliv zm¥ny parametr· vývoje ekonomiky a vládní fiskální
politiky na financování penzijního systému. Následn¥ diskutujeme záv¥ry a formulujeme
doporu£ení.
Klí£ková slova: modely s p°ekrývajícími se generacemi, Diamond·v model,
Auerbach·v-Kotlikoffov· model, ekonomický r·st, penzijní systém
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Abstract
The aim of this thesis is an explenation of overlapping generations models (OLG model).
There is an description of development of economic growth theory with respect of OLG
model in the beginnig of the thesis. Then we describe a Diamond model. The Diamond
model was first OLG model and many of modern OLG models are still based on the
common principle with the Diamond model. The we closely describe Auerbach-Kotlikoff
OLG model. We make a simulation of Czech economy based on Auerbach-Kotlikoff
model and a demographic prognosis of Czech Statistical Office. We focus on a financing
of Czech pension system. We change some parameters of the economy and analyse the
impact of this change on the pension system. Then we discuss outcomes and formulate
encouragements.
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V roce 1928 publikoval geniální britský matematik a filosof Frank Plumpton Ramsey
£lánek A Mathematical Theory of Saving, ve kterém poloºil základy moderní teorie
ekonomického r·stu. Nane²t¥stí Ramsey zem°el necelé dva roky po jeho vydání. Trvalo
tak více neº 20 let, neº byla jeho práce znovu objevena. Ramsey·v £lánek p°edstavoval
oºivení zájmu o ekonomický r·st v rámci akademické sféry. Sou£asn¥ to byl ve své dob¥
jeden z nejpokro£ilej²ích model· v oblasti matematické ekonomie.
V roce 1965 vydal Peter Diamond £lánek National Debt in a Neoclassical Growth Mo-
del, který do teorie ekonomického r·stu p°idal problematiku p°ekrývajících se generací.
Zatímco Ramsey uvaºoval, ºe se v modelu nachází nekone£n¥ dlouho ºijící populace,
Diamond do modelu zapracoval nov¥ narozené a umírající jedince. Jedinci v Diamon-
dov¥ modelu se rozhodují v £asovém horizontu, který je dán délkou jejich ºivota. Dia-
mond jako první vytvo°il teoretický fundament pro studium penzijních systém· a z jeho
modelu je moºné analyzovat rozdílné dopady zavedení pr·b¥ºného a fondového systému
financování penzí. Pro skupinu model·, které umoº¬ují °e²it tento druh problém·, se
£asem vºila zkratka OLG modely podle anglického Overlapping Generations Models. V
£e²tin¥ se nej£ast¥ji pouºívá pojem modely s p°ekrývajícími se generacemi.
Od té doby pro²la ekonomická teorie dal²í zásadní zm¥nou, která za£ala v roce 1976
£lánkem Roberta Lucase Econometric Policy Evaluation: A Critique, v n¥mº poloºil zá-
klady konceptu nazývaného jako Lucasova kritika. Lucas upozornil na fakt, ºe chování
subjekt· ovliv¬uje i hospodá°ská politika vlády. Nelze tedy provád¥t analýzu dopadu
hospodá°ské politiky na ekonomiku bez zahrnutí p°izp·sobení subjekt· této hospodá°-
ské politice.
V roce 1987 publikovali Auerbach a Kotlikoff v knize Dynamic Fiscal Policy nový OLG
model, který byl od té doby mnohokrát pouºit a rozpracován. Model je £asto vyuºíván
k analýze dopad· vládní politiky na udrºitelnost penzijního systému, protoºe díky své
konstrukci je robustní v·£i Lucasov¥ kritice.
V d·sledku stárnutí populace se stává otázka financování penzí pro osoby v post-
produktivním v¥ku stále aktuáln¥j²í. S tím roste i zájem o OLG modely, jejichº úkolem
by m¥lo být p°edev²ím °e²it dopady vládních politik na dal²í vývoj a udrºitelnost pen-
zijních systém·. Nane²t¥stí je spole£enský a mediální obraz této problematiky výrazn¥
zkreslený a £asto se redukuje pouze na interpretaci predikce demografického vývoje,
který není zdaleka jedinou prom¥nnou tohoto problému. Tím spí²e je pot°eba prezento-
vat teoretické poznatky a hájit je oproti zjednodu²ujícím a £asto zavád¥jícím tvrzením.
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Cíle práce
Tato práce si klade následující cíle:
1. za£lenit OLG modely do kontextu teorie ekonomického r·stu,
2. charakterizovat OLG modely a zd·vodnit pot°ebu jejich vyuºití, popsat Diamon-
d·v p°ístup v modelování p°ekrývajících se generací,
3. podrobn¥ popsat Auerbach·v-Kotlikoff·v model,
4. získat zdrojová data o ekonomice eské republiky pro aplikaci v Auerbachov¥-
Kotlikoffov¥ modelu v£etn¥ provedení kritiky dat,
5. a provést aplikaci dat na model, v¥cn¥ a kriticky interpretovat výsledky.
tená° by m¥l z práce pochopit hlavní my²lenky a konstrukci OLG model· a porozum¥t
moºnostem jejich praktické aplikace, a to v£etn¥ jejích úzkých míst a omezení.
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1 OLG modely v kontextu ekonomické r·stové teorie
Moderní teorie ekonomického r·stu je spjatá se jménem britského matematika a filosofa
Franka Plumptona Ramseye. Jiº p°edtím v²ak problém ekonomického r·stu zajímal
°adu ekonom·. A£ mohou tyto teorie p·sobit zastarale, °ada z nich zaºila svou renesanci
i v moderní dob¥. Proto si ty hlavní z nich stru£n¥ shr¬me.
1.1 Teorie ekonomického r·stu p°ed Ramseyovým modelem
Od vzniku neoklasické ekonomie nebyla teorie ekonomického r·stu p°edm¥tem teore-
tického bádání. Náznaky teorie ekonomického r·stu v²ak lze najít uº v merkantilismu.
Merkantilismus nelze povaºovat za snahu o vybudování obecné a konzistentní ekono-
mické teorie, jednalo se spí² o reakci r·zných autor· na aktuální problémy vládnoucí
vrstvy. Ekonomický r·st p°irozen¥ pat°il mezi panovníky £asto °e²ené problémy. Mer-
kantilisté prosazovali zvy²ování bohatství zem¥ pomocí zvy²ování pen¥ºní zásoby. V
dob¥ zlatého standardu probíhalo zvy²ování pen¥ºní zásoby p°edev²ím prost°ednictvím
aktivního salda b¥ºného ú£tu platební bilance, p°ípadn¥ (p°edev²ím v p°ípad¥ pan¥l-
ska) importem zlata z kolonií v Americe. Import zboºí byl blokován prost°ednictvím
cel a dal²ích obchodních p°ekáºek.
Mezi pozd¥j²í kritiky tohoto p°ístupu pat°ili David Hume a Adam Smith. Hume argu-
mentoval, ºe zvý²ení pen¥ºní zásoby povede ke zvý²ení cen zboºí, které se stane mén¥
konkurenceschopným na zahrani£ních trzích. Smith p°ipojil argument, ºe zem¥ s vý-
razn¥ protekcionistickou obchodní politickou ztratí své obchodní partnery. [20], [35]
Po nahrazení merkantilismu klasickou ²kolou se teorií ekonomického r·stu zabýval p°e-
dev²ím britský ekonom a teolog Thomas Malthus. A£koli relativní dopad jeho my²lenek
do teoretické oblasti byl malý, v moderní dob¥ do²lo k jejich relativnímu oºivení. Mal-
thus zaloºil svou teorii na zákonu klesajících mezních výnos· z p·dy. Protoºe mnoºství
p·dy ur£ité populace je konstantní, v p°ípad¥ r·stu populace bude klesat mnoºství
p·dy p°ipadající na jednu osobu. Malthus, obdobn¥ jako nap°íklad Karl Marx, si nebyl
v¥dom r·stu produktivity práce díky akumulaci kapitálu. Malthus tedy chybn¥ p°ed-
povídal pokles ºivotní úrovn¥. Velikost populace byla podle n¥j limitována mnoºstvím
dostupné p·dy. [29]
Za rehabilitaci Malthusových my²lenek lze povaºovat ímský klub, coº je think thank
zaloºený v roce 1968 v ím¥. ímský klub v dob¥ souvislé °ady strukturálních krizích
na po£átku 70. let (ropná krize, potravinová krize apod.) otev°el diskusi o limitech r·stu
celosv¥tové populace, p°edev²ím v souvislosti s omezeným mnoºstvím neobnovitelných
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p°írodních zdroj·. [33], [36]
Pozd¥ji se neoklasická ekonomie zam¥°ila p°edev²ím na zkoumání problému ekonomické
rovnováhy. Povaºovali (a mnozí ekonomové dodnes povaºují) rovnováhu za ideální stav,
jehoº dosaºení zajistí mimo jiné i optimální tempo ekonomického r·stu. To byl z°ejm¥
jeden z hlavních d·vod·, pro£ nebyla teorie ekonomického r·stu studována samostatn¥.
Tuto otázku znovu otev°el práv¥ aº Frank Plumpton Ramsey v roce 1928.
1.2 Ramsey·v model
Nyní se jiº dostáváme k popisu Ramseyova modelu. Ramsey·v model neznamenal pouze
zm¥nu v teorii ekonomického r·stu, ale znamenal i p°elom pro metodologii ekonomické
teorie. Ramsey ve svém modelu pouºil zcela novou koncepci ekonomického modelování.
P°edpoklady p·vodní verze Ramseyova modelu lze shrnout v následujícím seznamu.
[31]
• V ekonomice je vyráb¥n jeden druh spot°ebního zboºí.
• Uºitek celé populace lze m¥°it pomocí jedné uºitkové funkce, která je funkcí spo-
t°eby a volného £asu.
• V²echny subjekty jsou racionální ve tvorb¥ svých o£ekávání.
• Velikost populace se v £ase nem¥ní.
• Sou£asná i v²echny budoucí generace optimalizují uºitek v nekone£ném £asovém
horizontu.
• Model je zcela deterministický a subjekty mají k dispozici ve²keré dostupné in-
formace.
Populace optimalizuje uºitek stanovením pom¥ru mezi investicemi a spot°ebou. Op-
timálního pom¥ru m·ºe být dosaºeno na základ¥ svobodné volby jednotlivých £len·
populace nebo prost°ednictvím altruistického centrálního plánova£e s dokonalými in-
formacemi.
Problém tempa r·stu populace V moderních verzích Ramseyova modelu je od-
stran¥n p°edpoklad nulového r·stu populace. Mnoºství osob v ekonomice v nov¥j²ích
verzích roste exogenn¥ daným a konstantním tempem. Tato modifikace je relativn¥ jed-
noduchá a vychází p°edev²ím z faktu, ºe Solow·v model1, který byl publikován v roce
1Solow·v model je stru£n¥ popsán na stran¥ 14
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1955 a bývá £asto s Ramseyovým modelem porovnáván, p°edpoklad exogenního a kon-
stantního tempa r·stu populace obsahuje. Protoºe tempo r·stu populace je d·leºitým
determinantem r·stu kapitálové vybavenosti ekonomiky ve steady-state2, umoºní tento
p°edpoklad porovnání obou steady-state mezi modely.
Problém spojitosti £asu V literatu°e lze nalézt verze Ramseyova modelu s diskrét-
ním i se spojitým £asem. V u£ebnici [11] je dokázáno, ºe záv¥ry plynoucími z Ramseyova
modelu se spojitým i diskrétním £asem jsou relativn¥ obdobné a neexistuje mezi nimi
významný rozdíl. Ramsey p·vodn¥ formuloval sv·j model se spojitým £asem. P°i prová-
d¥ní kalibrace modelu na základ¥ empirických dat je výhodn¥j²í pouºití verze s diskrét-
ním £asem, pro teoretický popis modelu je názorn¥j²í verze se spojitým £asem. Protoºe
u Ramseyova modelu nebudeme provád¥t kalibraci na základ¥ empirických dat, pou-
ºijeme k výkladu verzi se spojitým £asem. Pro Diamond·v a Auerbach·v-Kotlikoff·v
model vyuºijeme diskrétní £as.
Reálné veli£iny a neoklasická ekonomie A£koli Ramsey se ekonomií nikdy pri-
márn¥ nezabýval, konstrukce jeho modelu nazna£uje, ºe m¥l pom¥rn¥ hluboké znalosti
tehdej²í ekonomie (srov. [14]). V souladu s neoklasickou ekonomií je konstrukce mo-
delu zaloºena na £ist¥ reálných veli£inách a neexistuje v n¥m pen¥ºní m¥na ve smyslu
kvantitativní rovnice sm¥ny. Na stejném principu je postavena v¥t²ina dnes pouºíva-
ných r·stových model·. Modelování ekonomik s b¥ºnými papírovými pen¥zi výrazn¥
zvy²uje formální i logickou sloºitost ekonomických model·.
Tento problém je úzce spojen s problematikou tzv. neoklasické dichotomie. Ve sku-
te£nosti jsou v²echny ceny v neoklasické ekonomii pom¥rové3. Neoklasická ekonomie v
zásad¥ p°edpokládá p°enositelnost záv¥r· z model· bez pen¥ºních agregát· do ekono-
miky s pen¥ºními agregáty. [22] Tento p°ístup bývá n¥kterými ekonomy kritizován4.
Tato diskuse je v²ak £ist¥ metodologická a je mimo rozsah této práce.
Úroková míra Ramse·v model pracuje s endogenn¥ danou úrokovou mírou, která
je determinována interakcí mezi spot°ebiteli a výrobci a je funkcí kapitálu na hlavu
2Vzhledem k tomu, ºe pro pojem steady-state jsou pouºívány r·zné termíny a dochází v n¥kterých
p°ípadech i k zám¥n¥ obdobných termín·, budeme vyuºívat p·vodní anglický pojem.
3Je velice zaráºející, ºe tato skute£nost ve v¥t²in¥ u£ebnic základního i st°edního kurzu mikroeko-
nomie neuvádí.
4P°íklad kritiky tohoto p°ístupu lze nalézt v knize [32].
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k. Tendence míry úspor k r·stu nebo poklesu ovliv¬uje p°echodovou dynamiku  tedy
p°edev²ím rychlost konvergence do steady-state.
V popisu Ramseyova modelu budeme vycházet z knihy [5].
Spot°ebitelé5
Spot°ebitelé poskytují práci vým¥nou za mzdu, získávají úroky z vlastn¥ných aktiv, na-
kupují spot°ební zboºí a spo°í mzdu nákupem dodate£ných aktiv. Jak jiº bylo popsáno
vý²e, spot°ebitelé ve svých výpo£tech kalkulují s uºitkem vlastní generace i uºitkem
v²ech budoucích generací. Budoucí uºitek je v²ak diskontován diskontní mírou ρ. Uºitek
vzdálen¥j²ích generací tedy má pro rozhodování men²í váhu neº uºitek vlastní generace
a bezprost°edn¥ následujících generací.
Ramsey ve svém £lánku diskontní faktor v uºitkové funkci nepouºil. [31] Uvaºoval v²ak
ur£itou maximální a kone£nou úrove¬ dosaºitelného uºitku  Bliss point. Jedná se o
maximální úrove¬ ²t¥stí, která je dosaºitelná pomocí spot°eby a volného £asu. Diskontní
faktor se v²ak objevil uº v prvních zpracováních modelu, postupn¥ byl Bliss point zcela
nahrazen diskontním faktorem. [6] Diskontní faktor je nutný p°edev²ím pro vy°e²ení
optimaliza£ní úlohy  bez n¥j není zaji²t¥na existence °e²ení úlohy spot°ebitele.
Reprezentativní spot°ebitel V modelu sledujeme individuální chování reprezenta-
tivního spot°ebitele. Agregátní veli£iny získáme agregací rozhodování reprezentativních
subjekt·. Model má tedy pevný mikroekonomický fundament, protoºe je odvozen z cho-
vání jednoho konkrétního subjektu. Uvaºujeme, ºe chování a rozhodování v²ech subjekt·
v ekonomice je stejné, jako chování reprezentativního jedince. Modely s heterogenními
agenty byly vyvinuty podstatn¥ pozd¥ji a jsou výpo£etn¥ náro£n¥j²í. Reprezentativní
spot°ebitel bývá £asto povaºován za pr·m¥rného jedince, tudíº agregací chování pr·-
m¥rných jedinc· bychom m¥li získat aproximaci vývoje ekonomiky.
Modelování rozhodování spot°ebitele v nekone£ném £asovém horizontu lze popsat jako
model s nesmrtelnou rodinou . Rodi£e pak p°edávají ve²kerý sv·j majetek potom-
k·m, neuvaºujeme ºádnou formu d¥dické dan¥. Tempo r·stu populace je exogenní a
konstantní a je dáno hodnotou n. Uvaºujme normovanou velikost pracovní síly L, ve
5V definici ekonomických model· bývají £asto alternativn¥ pouºívány pojmy jedinec, domácnost
nebo spot°ebitel. Formáln¥ se v²ak tyto pojmy neli²í, protoºe popisují subjekty, které poptávají spo-
t°ební zboºí na trzích spot°ebního zboºí a nabízejí práci na trzích výrobních faktor·. Sou£asn¥ jsou v
°ad¥ model· tyto subjekty vlastníky finan£ních aktiv a získávají úroky.
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výchozím £ase platí L(0) = 1 a velikost pracovní síly v £ase t získáme vztahem
L(t) = ent . (1.2.1)






a musí být vºdy nezáporná, tj. c(t) ≥ 0. Uvaºujme, ºe uºitek domácnosti U závisí jen na





u[c(t)] · ent · e−ρt dt . (1.2.3)
initel ent ur£uje, ºe po£ítáme s r·stem uºitku celé domácnosti. V £ase totiº dochází
k nestálému r·stu velikosti populace. initel e−ρt je dán mírou £asové preference. Kon-
vergenci integrálu zajistí podmínka ρ > n.
Endogenní a exogenní nabídka práce R·zné verze Ramseyova modelu se li²í i pro-
m¥nnými uºitkové funkce. Ramsey p·vodn¥ uvaºoval, ºe do uºitkové funkce vstupuje
spot°eba a volný £as spot°ebitel·. V takovém p°ípad¥ by nabídka práce byla endogenní
prom¥nnou systému. V na²em popisuje uvaºujeme, ºe volný £as do uºitkové funkce spo-
t°ebitelé nevstupuje a nabídka práce je tak exogenní a je daná velikostí populace L(t).
P°edpoklad endogenní nabídky práce zavedeme v popisu Auerbachova-Kotlikoffova mo-
delu v kapitole 3 na stran¥ 28.
Finan£ní aktiva Spot°ebitelé mohou vlastnit finan£ní aktiva nebo výrobní kapitál.
Hodnota finan£ních aktiv spot°ebitel· m·ºe být i záporná, coº zna£í zadluºení domác-
ností. Není v²ak povoleno nekone£né zadluºování spot°ebitel·. Kapitál a finan£ní aktiva
jsou dokonalými substituty  mají stejnou úrokovou míru r(t). Reálná hodnota aktiv
na hlavu je a(t), mzdová sazba je dána funkcí w(t). Trh práce je dokonale konkuren£ní a
práce je homogenní, neuvaºujeme existenci nedobrovolné nezam¥stnanosti v ekonomice.
Zm¥na hodnoty aktiv na hlavu v £ase je dána
∂a
∂t
= a˙ = w + r · a− c− n · a . (1.2.4)








≥ 0 . (1.2.5)
Domácnosti tedy maximalizují uºitkovou funkci (1.2.3) vzhledem k rozpo£tovému ome-
zení (1.2.4), po£áte£ní hodnot¥ aktiv a omezení velikosti úv¥r· (1.2.5).
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e²ení problému domácností K °e²ení problému lze pouºít metodu pro °e²ení
problém· vázané dynamické optimalizace. Sou£asná hodnota Hamiltoniánu je
J = u(c)e−(ρ−n)t + v[w + (r − n) · a− c] , (1.2.6)
kde [w+ (r−n) ·a− c] = a˙ p°edstavuje rozpo£tové omezení domácností a v je sou£asná
hodnota stínové ceny p°íjmu. Platí
∂J
∂c




⇒ v˙ = −(r − n) · v . (1.2.8)
Rovnice v˙ = −(r−n) · v bývá ozna£ována jako Ramseyovo pravidlo optimálních úspor.
Podmínku transverzality lze zapsat jako
lim
t→∞
[v(t) · a(t)] = 0 . (1.2.9)
Derivací výrazu (1.2.7) podle t a dosazením v výrazu (1.2.8) dostaneme












Domácnosti volí spot°ebu vzhledem k úrokové mí°e, diskontní mí°e, mí°e poklesu mez-
ního uºitku ze spot°eby v d·sledku rostoucí spot°eby na hlavu. Up°ednostn¥ní sou£asné
spot°eby má dva d·vody: budoucí uºitek je diskontován diskontní mírou ρ a dne²ní spo-
t°eba je relativn¥ malá oproti budoucí ( c˙
c
> 0).
Domácnosti p°i optimalizaci vyrovnávají p°ínos ze spot°eby a z finan£ních aktiv. Výraz
u′′(c)·c
u′(c) ur£uje velikost elasticity funkce mezního uºitku u
′(c) vzhledem k c a je mírou
konkávnosti funkce u(c). Elasticita udává, o kolik musí být spot°eba vy²²í neº ρ.
Elasticita mezního uºitku je reciprokou hodnotou k elasticit¥ intertemporální substituce.
Elasticita intertemporální substituce σ mezi okamºiky t1 a t2 je definována jako tempo
r·stu pom¥ru spot°eby v £asech t1 a t1 vzhledem k tempu r·stu pom¥ru mezních uºitk·














Elasticita intertemporální substituce je mírou moºnosti substituce spot°eby v r·zných
dvou £asových okamºicích. Definujme si prom¥nnou θ jako reciprokou hodnotu k elas-
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Konkrétní tvar uºitkové funkce Uvaºujme nyní konkrétní tvar uºitkové funkce,
který spl¬uje vý²e uvedené p°edpoklady. Takovým tvarem uºitkové funkce je
u(c) =
c(1−θ) − 1
1− θ . (1.2.13)
ím je hodnota θ vy²²í, tím vy²²í je pokles u′(c) v d·sledku zvý²ení c v £ase. Vztah






(r − ρ) , (1.2.14)
£ímº získáme podmínku optimality.
Podmínka transverzality Podle (1.2.9) hodnota aktiv domácností konverguje k
nule. Kladná hodnota aktiv v nekone£ném £asovém horizontu by pro domácnosti nebyla
optimální, protoºe spot°ebováním t¥chto aktiv by do²lo ke zvý²ení uºitku domácnosti.
e²ením diferenciální rovnice (1.2.8) získáme vyjád°ení velikosti stínové ceny spot°eby
v £ase
v(t) = v(0) · e−
∫ t
0 r(v)−ndv . (1.2.15)
V £ase 0 platí v(0) = u′[c(0)] a v(0) > 0, protoºe c(0) je kone£ná. Pokud dosadíme









len r(v) p°evádí p°íjem v £ase t do sou£asné hodnoty. Z toho plyne, ºe mnoºství aktiv
na hlavu neroste rychlostí r, protoºe je sniºováno tempem r·stu populace n.







Rovnici (1.2.4) m·ºeme vy°e²it jako lineární diferenciální rovnici 1. °ádu pomocí metody
variace konstanty. e²ením získáme
a(T ) · e−[r¯(T )−n]T +
∫ T
0




Uvaºujme T →∞∫ ∞
0
c(t)e−[r¯(T )−n]tdt = a(0) +
∫ ∞
0
w(t)e−[r¯(t)−n]tdt = a(0) + w˜(0) , (1.2.19)
9
1 OLG MODELY V KONTEXTU EKONOMICKÉ RSTOVÉ TEORIE
kde w˜(0) je sou£asná hodnota mzdových p°íjm· a a(0) je po£áte£ní hodnota vlastn¥ných
aktiv. e²ením diferenciální rovnice (1.2.14) získáme
c(t) = c(0) · e 1θ [r¯(t)−ρ]t . (1.2.20)
Upravíme rovnici podle (1.2.19)
c(0) = µ(0)[a(0) + w˜(0)] (1.2.21)











+n]t dt . (1.2.22)
Uvaºujme nyní efekt zvý²ení pr·m¥rné úrokové míry. Dojde-li k r·stu ceny sou£asné
spot°eby vzhledem k budoucí spot°eb¥, subjekty za£nou preferovat zvý²ení budoucí
spot°eby. Díky tomu dojde k r·stu p°íjmu a také spot°eby v budoucnosti. Pro θ < 1
p°evaºuje substitu£ní efekt. Pro θ > 1 je substitu£ní efekt relativn¥ malý, p°evaºuje
d·chodový efekt. Pro θ = 1 se oba efekty vyrovnají.
Výrobci
Druhou £ást ekonomiky Ramseyova modelu tvo°í výrobci. Výrobci produkují zboºí, vy-
plácejí mzdy a úroky. Produk£ní funkce výrobc· je funkcí mnoºství kapitálu K, mnoº-
ství práce L a £asu t (tj. Y = F (K,L, t)). Vyuºíváme produk£ní funkci s konstantními
výnosy z rozsahu6. Podmínku konstantních výnos· z rozsahu lze pro libovolné a > 0
vyjád°it vztahem
F (a ·K, a · L, t) = a · F (K,L, t) = a · Y (1.2.23)
Uvaºujeme klesající mezní výnosy zK a L a technologický pokrok, který ovliv¬uje pouze
produktivitu práce. Technologický pokrok navíc roste konstantní rychlostí x. Pak lze
definovat úrove¬ technologického pokroku v £ase t jako
A(t) = ex·t . (1.2.24)
6P°i rostoucích nebo klesajících výnosech z rozsahu by se p°i zm¥n¥ po£tu firem v ekonomice
(ceteris paribus) zm¥nilo mnoºství a cena vyráb¥ného zboºí. P°i klesajících výnosech z rozsahu by firmy
v nekone£ném £asovém horizontu maximalizovala sv·j zisk sniºováním své velikosti, aº by se velikost
firmy limitn¥ blíºila k nule. P°i rostoucích výnosech z rozsahu by v ekonomice po £ase existovala práv¥
jedna firma, která by vyráb¥la ve²keré zboºí. Z toho d·vodu je p°edpoklad konstantních výnos· z
rozsahu v ekonomických r·stových modelech b¥ºný.
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Pak m·ºeme definovat mnoºství efektivní práce jako
Lˆ = L · A(t) . (1.2.25)










Produk£ní funkci F lze vyjád°it jako
Y = F (K, Lˆ) (1.2.28)
a produk£ní funkci v intenzivní form¥ f jako
yˆ = f(kˆ) . (1.2.29)




= f ′(kˆ) (1.2.30)





f(kˆ)− kˆ · f ′(kˆ)
]
ext . (1.2.31)
P°i zavedení pojmu produk£ní funkce bychom m¥li uvaºovat Inadovy podmínky, které se




f ′(kˆ) = 0 a lim
k→0
f ′(kˆ) =∞ . (1.2.32)
Dále lze definovat rentu na jednotku kapitálu jako R = r+δ, p°i£emº δ je míra depreci-
ace kapitálu. Jednotkou sm¥ny v ekonomice je jednotka spot°ebního zboºí. Transak£ní
náklady jsou nulové a ve²keré náklady firmy tvo°í náklady na výrobní faktory. Zisk
firmy pi je rozdílem mezi objemem produkce a platbou za výrobní faktory:
pi = F (K, Lˆ)− (r + δ) ·K − w · L . (1.2.33)
Velikost zisku lze ur£it i na základ¥ intenzivních veli£in jako
pi = Lˆ[f(kˆ)− (r + δ) · kˆ − w · e−xt] , (1.2.34)
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kde w · e−xt ozna£uje mzdu p°epo£tenou na fyzickou jednotku práce.
Firma v Ramseyov¥ modelu je dokonale konkuren£ní, je tedy p°íjemcem cen r a w.
Firma maximalizuje zisk p°i daném Lˆ p°i rovnosti
f ′(kˆ) = r + δ . (1.2.35)
Trºní rovnováha nastává v okamºiku, kdy je zisk firmy nulový. Sou£asn¥ se mzda w
bude rovnat meznímu produktu práce p°i dané vybavenosti kapitálem kˆ
w =
[




Domácnosti se stejn¥ jako firmy pohybují v dokonale konkuren£ním prost°edí a jsou
tedy p°íjemcem cen výrobních faktor· r a w. Dále platí, ºe kaºdý kapitálový statek
musí být n¥kým vlastn¥n (k = a, kˆ = k · e−xt). Úpravou vztahu (1.2.4) získáme rovnici
r·stu kapitálu na jednotku efektivní práce jako
˙ˆ
k = f(kˆ)− cˆ− (x+ n+ δ)kˆ (1.2.37)






− x = 1
θ
[f ′(k)− δ − ρ− θx] (1.2.38)
Rovnice (1.2.37) a (1.2.38) tvo°í soustavu 2 diferenciálních rovnic. Podmínku transver-









= 0 . (1.2.39)
Ve steady-state je hodnota kapitálové vybavenosti na jednotku efektivní práce kon-
stantní a má hodnotu kˆ?. Podmínka (1.2.39) vyºaduje, aby úroková míra ve steady-sate
r? = f ′(kˆ) − δ byla vy²²í neº míra r·stu celkového objemu kapitálu K, která je dána
jako x+ n.
Steady-state
Ozna£me si r·st kapitálové vybavenosti na jednotku efektivní práce ve steady-state
jako γ?
kˆ
a r·st spot°eby na jednotku efektivní práce ve steady-state jako γ?cˆ . Z rovnice
(1.2.37) plyne




1 OLG MODELY V KONTEXTU EKONOMICKÉ RSTOVÉ TEORIE











> 0, pak by podle (1.2.38) muselo platit γ?cˆ < 0, coº je v rozporu s tím,
ºe ob¥ tempa by m¥la mít stejné znaménko. V p°ípad¥ γ?
kˆ
< 0 by do²lo k analogickému
sporu. Musí tedy platit, ºe γ?
kˆ
= γ?cˆ = 0. Ve steady-state roste mnoºství kapitálu kˆ,
spot°eby cˆ a produktu yˆ na jednotku fyzické práce tempem x. R·st ºivotní úrovn¥
populace je tedy ve steady-state determinován exogenním tempem r·stu produktivity
práce v d·sledku technologického vývoje. Celkové mnoºství kapitálu v ekonomice K,
celková spot°eba C a celkem vyrobený produkt Y rostou tempem x+ n.
P°i nulovém tempu r·stu spot°eby na jednotku efektivní práce platí ˙ˆc
cˆ
= 0. Pak z rovnice
(1.2.38) m·ºeme ur£it mezní produktivitu kapitálu ve steady-state jako
f ′(kˆ?) = δ + ρ+ θ · x . (1.2.42)
Úroková míra ve steady-state, která je dána rozdílem mezi mezní produktivitou kapitálu




− δ), je tedy rovna efektivní diskontní mí°e ρ + θ · x.
Protoºe mezní produktivita kapitálu je monotónn¥ klesající funkce, platnosti Inadových
podmínek (1.2.32) lze jednozna£n¥ ur£it kapitálovou vybavenost na jednotku efektivní
práce ve steady-state kˆ?. Protoºe ve steady-state neporoste kapitálová vybavenost na
jednotku efektivní práce, pak m·ºeme rovnici (1.2.37) poloºit rovno nule, protoºe ˙ˆk = 0.
P°i znalosti kˆ? lze úpravou rovnice (1.2.37) ur£it spot°ebu na jednotku efektivní práce
jako
cˆ? = f(kˆ?)− (x+ n+ δ) · kˆ? . (1.2.43)
Hodnota produk£ní funkce v intenzivní form¥ ve steady-state f(kˆ?) je rovna produkci
na jednotku efektivní práce ve steady-state yˆ?. Ze vztahu (1.2.42) lze odvodit, ºe
ρ > n+ (1− θ) · x . (1.2.44)
Pokud tedy nebude diskontní míra uºitku dostate£n¥ vysoká, pak ekonomika nebude
konvergovat do steady-state. Subjekty v takové ekonomice by byly p°íli² trp¥livé , coº
by zp·sobilo trvalý r·st spot°eby na jednotku efektivní práce. Pro t → ∞ by tedy
cˆ→∞.
1.3 Moderní teorie ekonomického r·stu
Ramsey zem°el necelé dva roky po vydání £lánku, tj. v roce 1930 v nedoºitých 30
letech. To byl nepochybn¥ jeden z d·vod·, pro£ dal²ím ekonom·m trvalo více neº 20
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let, neº navázali na jeho dílo. Jedním z dal²ích d·vod· bylo pouºití p°íli² sofistikovaného
matematického aparátu, p°edev²ím dynamické optimalizace, jehoº znalost nebyla v té
dob¥ mezi ekonomy roz²í°ená. [15]
Za dal²í d·vod lze povaºovat ekonomickou situaci krátce v období po publikování
£lánku. V d·sledku hospodá°ské krize, která za£ala v roce 1929, do²lo k významným
zm¥nám ve vývoji ekonomické teorie. Hlavní z nich byl vznik nového paradigmatu, key-
nesiánské ekonomie. Ta se zam¥°ovala p°edev²ím na studium krátkodobých cyklických
výkyv· ekonomiky namísto dlouhodobého vývoje. [35]
Harrod·v model
V roce 1939 vydal americký ekonom Roy Forbes Harrod £lánek An Essay in Dynamic
Theory, který se zabýval r·stem ekonomiky. Jednalo se v²ak spí²e o dynamickou verzi
keynesiánské ekonomie, v níº byla zam¥°ena pozornost na rozdíly mezi o£ekávanou a
skute£nou úrovní agregátní poptávky. Harrod se nev¥noval problematice dlouhodobého
r·stu ekonomiky a operoval s rozdílem mezi optimálním a skute£ným tempem r·stu
ekonomiky. Tyto rozdíly byly práv¥ zp·sobeny krátkodobými výkyvy ekonomiky. [1]
Solow·v model
Solow·v model bývá n¥kdy ozna£ován jako neoklasický r·stový model. Publikován byl
v roce 1956 Robertem Mertonem Solowem v £lánku A Contribution to the Theory of
Economic Growth. Model bývá n¥kdy ozna£ován jako Solow·v-Swan·v model, protoºe
Trevor Swan publikoval stejný model nezávisle na Solowovi v roce 1956.
Navzdory datu publikace je mén¥ pokro£ilým r·stovým modelem, p°edev²ím z d·vodu
chyb¥jícího mikroekonomického základu. Solow a Swan v²ak £áste£n¥ navázali na Harro-
d·v model a p°edev²ím odbourali p°edpoklad fixního mnoºství kapitálu v ekonomice.
Protoºe popis Solowova modelu je sou£ástí v¥t²iny u£ebnic pokro£ilého kurzu makroe-
konomie, v této práci se jeho odvození v¥novat nebudeme. Relativn¥ d·leºité je ale tzv.
zlaté pravidlo, které se týká úrokové míry ve stálém stavu Solowova modelu. Uvaºujme,
ºe v ekonomice roste populace tempem n a technologický pokrok je dán konstantním
tempem x, míra depreciace kapitálu je δ. V Solowov¥ modelu op¥t m·ºeme ur£it mnoº-
ství kapitálu na jednotku efektivní práce jako kˆ. Ve steady-state je kapitál na jednotku
efektivní práce konstantní na úrovni k?. Mezní produktivita kapitálu je op¥t derivací
produk£ní funkce f podle mnoºství kapitálu kˆ. Úroková míra r je rozdílem mezi mezní
produktivitou kapitálu a mírou depreciace kapitálu. Podle zlatého pravidla Solowova
modelu by m¥la být míra úspor v ekonomice taková, aby £istý mezní produkt na
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jednotku efektivní práce ve stálém stavu kˆ? byl dán sou£tem tempa r·stu populace a
tempa r·stu technologického pokroku, tj. platí rovnost [16]
r = f ′(k?)− δ = n+ x . (1.3.1)
Dal²í modifikace Ramseyova modelu
Po oºivení zájmu o teorii ekonomického r·stu, které následovalo vydání Solowova
£lánku, do²lo ke znovuobjevení Ramseyova modelu. Ten se do£kal °ady modifikací
a postupn¥ se stal základem dal²ích ekonomických r·stových model·. Cass a Samuel-
son provedli °e²ení modelu pro kone£ný £asový horizont, dále byly vydány na nap°íklad
modifikace s více druhy spot°ebního zboºí, vládními zásahy a otev°enou ekonomikou.
[8]
Postupem £asu se za£ala objevovat °ada nových r·stových model·, které se zakládaly
p°edev²ím na zobec¬ování p°edpoklad· a nahrazování exogenních veli£in endogenními.
P°ekrývající se generace a Ramsey·v model
V záv¥ru svého £lánku Ramsey sám navrhl n¥která roz²í°ení pro sv·j model. Uv¥domo-
val si, ºe sou£asná generace m·ºe p°ikládat men²í váhu uºitku dosahovanému budoucí
generací neº svému vlastnímu a sám navrhl modifikaci modelu s pouºitím uºitkové
funkce s diskontním faktorem. [31] První r·stový model se zapracovaným problémem
p°ekrývajících se generací v²ak vytvo°il aº Peter Diamond. [12]
Lucasova kritika
Velmi d·leºitým konceptem v moderní ekonomii se stala Lucasova kritika. Tento koncept
formuloval americký ekonom a nositel Nobelovy ceny za ekonomii7 v £lánku [21]. Lucas
poukázal na problém, ºe v °ad¥ ekonomických model· není po£ítáno s reakcí subjekt·
na hospodá°skou politiku státu. [30]
Mezi tyto modely pat°í i Solow·v model, který kompletn¥ postrádá mikroekonomický
základ. Lucas prosazoval pouºívání tzv. deep parameters8, které popisují chování jed-
notlivc·. Nap°íklad Auerbach·v-Koflikoff·v model popisovaný v kapitole 3 popisuje
7Oficiální název tohoto ocen¥ní je Cena védské národní banky za rozvoj ekonomické v¥dy na
památku Alfreda Nobela. Cena nebyla zmín¥na v Nobelov¥ záv¥ti, nejedná se tedy fakticky o Nobelovu
cenu, a£koli je tak zcela b¥ºn¥ ozna£ována.
8Vzhledem k tomu, ºe pro pojem deep parameters neexistuje ustálený £eský ekvivalent, budeme
pouºívat p·vodní anglický termín.
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chování subjekt· na základ¥ míry £asových preferencí a intertemporální elasticity sub-
stituce, která popisuje preference subjekt· obecn¥ bez vazby na konkrétní hospodá°skou
politiku. Tento model je tedy z hlediska Lucasovy kritiky vhodný pro studium vlivu
hospodá°ské politiky na ekonomiku.
Milton Friedman a metodologie pozitivní ekonomie
Z hlediska metodologie obsahuje ekonomie °adu r·zných sm¥r·, mezi kterými existují
významné metodologické rozdíly. Tyto rozdíly jsou pak jedním z hlavním d·vod·, pro£
se r·zné ekonomické teorie li²í svými teoretickými i praktickými implikacemi. Ekonomie
hlavního proudu (n¥kdy ozna£ovaná p·vodním anglickým výrazem mainstream) je dnes
zaloºena p°edev²ím na pouºívání model·, £asto zaloºených na pokro£ilých matematic-
kých metodách.
Kritika a obhajoba model· Pouºívání model· je ekonomy z jiných sm¥r· £asto
kritizováno. Jednotlivé modely jsou pak nej£ast¥ji kritizovány z d·vodu jejich p°edpo-
klad·, které nejsou v souladu s realitou a jsou (dle názoru kritik·) zna£n¥ zjednodu-
²ující. Odpov¥dí na tuto kritiku byl £lánek Miltona Friedmana Metodologie pozitivní
ekonomie. V n¥m Friedman vysv¥tluje, ºe neexistuje objektivní m¥°ítko toho, jak moc
jsou p°edpoklady v souladu s realitou. Naopak samotnou podstatou modelu je ur£ití
zjednodu²ení reality a zásadní objevy ve v¥d¥ by m¥ly spo£ívat v tom, ºe vysv¥tlují
mnoho pomocí mála, nikoli mnoho pomocí mnoha.
M¥°ítko kvality modelu Friedman navrhuje jiné m¥°ítko kvality modelu, a to schop-
nost modelu poskytovat kvantitativní predikce. Modely lze mezi sebou objektivn¥ po-
rovnávat pomocí jejich schopnosti predikovat ekonomické jevy. Dopl¬ujícím m¥°ítkem je
pak sloºitost modelu a p°edev²ím nákladnost získání pot°ebných dat. Z alternativních
model· m·ºe být zvolen ten s mén¥ p°esnými predikcemi, pokud dodate£né náklady
na pouºívání druhého modelu nevyvaºují zp°esn¥ní predikcí.
Friedman ve svém £lánku uvádí dnes jiº legendární p°íklad s hrá£em biliáru. Podle
Friedmana by bylo moºné na základ¥ fyzikálního modelu ur£it optimální tah a na
jeho základ¥ predikovat p°í²tí tah profesionálního biliárového hrá£e. Tento p°ístup by
generoval dostate£n¥ dobré predikce, a£koli profesionální hrá£ se rozhoduje £ist¥ na
základ¥ svojí intuice. [17]
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Dal²í modifikace teorie ekonomického r·stu
Solow·v model, který jsme popsali na stran¥ 14 poskytoval v 50. a 60. letech relativn¥
p°ijatelné prognózy ekonomického r·stu. Pozd¥ji se v²ak objevil problém s pomalej²í
konvergencí rozvojových a rozvinutých ekonomik. ada ekonom· se za£ala zabývat
analýzou technologického r·stu a zapracovala technologický r·st do modelu jako jeho
endogenní sou£ást.
N¥kte°í ekonomové dávali technologický rozvoj do p°ímé souvislosti s mnoºstvím kapi-
tálu v ekonomice. Do svých kalkulací zahrnuli i lidský kapitál. Tím se snaºili vysv¥tlit
pomalý rozvoj rozvojových ekonomik, který souvisel i s emigrací vzd¥lané £ásti obyva-
telstva. Dal²í ekonomové se pak soust°edili na rostoucí produktivitu práce. [11]
V literatu°e v¥nující se ekonomickému r·stu lze v dne²ní dob¥ najít obrovské mnoºství
model·. K jejich pochopení je v²ak ve v¥t²in¥ p°ípad· nutné pochopení Ramseyova
modelu, který jsme si práv¥ z tohoto d·vodu popsali.
1.4 OLG modely v kontextu ekonomického vývoje
Zatím jsme se zabývali vývojem teorie ekonomického r·stu a za£len¥ním OLG model·
do této teorie. Vývoj OLG model· a jejich pouºívání ale souvisí s problémy ekonomické
reality. Jedním z nej£ast¥ji diskutovaných dlouhodobých ekonomických problém· je
stárnutí populace a s tím rostoucí nároky na penzijní systém.
Stárnutí populace je relativn¥ novým fenoménem, za jehoº hlavní p°í£iny lze povaºovat
klesající porodnost a zvy²ující se délka ºivota. Tento problém se týká v sou£asné dob¥
v¥t²iny zemí rozvinutého sv¥ta, s jistým p°edstihem oproti ostatním zemím se objevil
v Japonsku. Z demografické struktury populace eské republiky z roku 2010 (obr. 1) a
prognózy demografické struktury v roce 2066 (obr. 2) je patrné, ºe ke stárnutí populace
bude docházet i v eské republice.
Typy financování d·chodového systému
Existují dva druhy financování d·chodových systém·: pr·b¥ºn¥ financované a fondové
penzijní systémy. [9]
Pr·b¥ºn¥ financované systémy V¥t²ina ekonomik rozvinutých zemí pouºívá tzv.
pr·b¥ºn¥ financovaný d·chodový systém9, který je zaloºený na jednoduchém principu:
penze spot°ebitel·, kte°í jsou v sou£asnosti v post-produktivním v¥ku, jsou financovány
9Ozna£ovaný £asto zkratkou PAYG  Pay as you go.
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Obrázek 1: Demografická struktura obyvatelstva v roce 2010 (zdroj: [10])
z odvod· spot°ebitel·, kte°í jsou v sou£asnosti v produktivním v¥ku. Tito mladí spot°e-
bitelé pak po dosaºení d·chodového v¥ku budou dostávat penze financované z odvod·
osob, které budou v té dob¥ v produktivním v¥ku atd.
Z°ejmou nevýhodou PAYG systému (kterou budeme podrobn¥ji teoreticky diskutovat
v subkapitole 2.3 na stran¥ 26) je závislost na demografickém vývoji. Vlády se snaºí
pomocí r·zných reforem upravit d·chodový systém tak, aby byla zaji²t¥na dostate£ná
vý²e starobních penzí i p°i klesajícím po£tu spot°ebitel·, kte°í do systému aktivn¥
p°ispívají.
Fondové systémy Alternativní metodou je tzv. fondové financování, kdy penze je-
dince je £erpána z vklad·, které do systému uloºil v produktivním v¥ku. Systém nefun-
guje na principu mezigenera£ní solidarity. Tento systém je mén¥ závislý na demogra-
fickém vývoji, protoºe nedochází k p°ímému p°erozd¥lování prost°edk·. Nelze jej v²ak
obecn¥ povaºovat za zcela nezávislý, protoºe sniºující se po£et osob v produktivním
v¥ku vede (za jinak stejných okolností) ke sníºení nabídky práce a tím pádem r·stu
její ceny, coº se m·ºe promítnout i do nabídky zboºí a sluºeb. Tento vývoj m·ºe nega-
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Obrázek 2: Demografická struktura obyvatelstva v roce 2066 (zdroj: [10])
tivn¥ ovlivnit i reálnou hodnotu úspor osob v post-produktivním v¥ku10. Samoz°ejm¥
v podmínkách otev°ené ekonomiky je situace nesrovnateln¥ komplikovan¥j²í.
D·vody aplikace OLG model·
Úpravy d·chodového systému jsou v²ak zásahy do fungování ekonomiky. Jak jiº ukázal
Lucas, v ekonomické analýze dopad· státních zásah· na ekonomiku je pot°eba po£í-
tat s p°izp·sobením subjekt·, které nastane po aplikaci ur£ité konkrétní hospodá°ské
politiky. P°edev²ím zvy²ování mezní míry zdan¥ní m·ºe vést subjekty (výrobce i spo-
t°ebitele) ke sniºování své ekonomické aktivity.
Proto se v diskusi o ekonomických dopadech stárnutí populace stále £ast¥ji objevují
studie, které hodnotí dopad vládních zásah· do ekonomiky pomocí OLG model·, které
jsou robustní v·£i Lucasov¥ kritice. Smysl t¥chto studií bývá provedení predikce vývoje
p°i zachování sou£asných parametr· penzijního systému a predikce p°i zm¥n¥ nasta-
vení hospodá°ské politiky. To umoº¬uje zhodnocení dopad· p°ipravovaných reforem na
10Tuto variantu lze snadno simulovat s vyuºitím popisovaných model· a nastavení nulové vý²e
penzí.
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Diamond publikoval sv·j model v £lánku [12]. Svým modelem navázal na Solow·v a
Ramsey·v model. Jednalo se o první model se zahrnutím p°ekrývajících se generací. Lo-
gický a metodologický p°ístup, který Diamond k modelování p°ekrývajících se generací
vyuºil, je stále p°ítomný v moderních OLG modelech.
Popis modelu vychází z u£ebnice [11]. V popisu nebudeme zavád¥t existenci vlády a
zdan¥ní, soust°edíme se pouze na rozdíl mezi fondovým a pr·b¥ºn¥ financovaným pen-
zijním systémem a výhodnost obou systém· pro r·zné ekonomické situace.
2.1 P°edpoklady modelu
Stejn¥ jako v Ramseyov¥ modelu, tak i v Diamondov¥ modelu dochází k popula£nímu
r·stu. V Ramseyov¥ modelu se spot°ebitel rozhodoval v nekone£ném £asovém horizontu.
Neuvaºovali jsme, ºe jedinci po ur£itém v¥ku umírají. V Diamondov¥ modelu se obje-
vují noví jedinci, zatímco sta°í umírají. Subjekty neprovád¥jí maximalizaci v uºitku v
nekone£ném £asovém horizontu, ale v £asovém horizontu omezeném délkou jejich ºivota.
as v Daimondov¥ modelu budeme povaºovat za diskrétní.
ivot kaºdého spot°ebitele se d¥lí na dv¥ etapy: mládí (lidé v produktivním v¥ku)
a stá°í (lidé v post-produktivním v¥ku). V kaºdém období se tedy populace skládá
ze dvou skupin spot°ebitel·. Uvaºujme shodnou délku produktivní a post-produktivní
£ásti ºivota a tuto délku normujme na hodnotu 1. Rozdílnou délku produktivní a post-
produktivní £ásti ºivota, která je v praxi b¥ºná, budeme analyzovat kapitole 3.
Tempo r·stu populace je konstantní a ozna£íme jej op¥t jako n. Stejn¥ jako v Ramseyov¥
modelu uvaºujeme exogenní nabídku práce, uºitková funkce závisí na mnoºství spot°eby
v daném období.
V produktivním v¥ku kaºdý jedinec nabízí jednu jednotku práce. Získanou mzdu roz-
d¥luje na úspory a spot°ebu. Ve post-produktivním v¥ku utrácí své úspory a získané
úroky. Ozna£me C1,t spot°ebu jedince v produktivním v¥ku v £ase t a C2,t spot°ebu
jedince v post-produktivním v¥ku v £ase t.
Produk£ní funkce ekonomiky je definována analogicky jako v Ramseyov¥ modelu na
stran¥ 10. Uvaºujme produk£ní funkci závislou na mnoºství kapitálu v ekonomice, ve-
likosti pracovní síly a technologického pokroku. Tempo technologického r·stu je kon-
stantní a ozna£íme si jej op¥t jako x. Ozna£me si op¥t mnoºství kapitálu v ekonomice v
£ase t jako Kt a mnoºství efektivní práce v ekonomice v £ase t jako Lˆt. Pak produk£ní




Y = F (K, Lˆ) . (2.1.1)
Mnoºství produkce vyrobené v £ase t je pak závislé na mnoºství kapitálu, pracovní síly
a technologickému pokroku v £ase t, tedy Yt = F (Kt, Lˆt) = F (Kt, Lt · At). Produk£ní
funkce F má stejn¥ jako v Ramseyov¥ modelu konstantní výnosy z rozsahu.
Logickou zm¥nou oproti Ramseyov¥ modelu je, ºe velikost populace není rovná ve-
likosti pracovní síly, protoºe populace se skládá z pracovní síly a ze spot°ebitel· v
post-produktivním v¥ku, kte°í jiº na trh práce nevstupují.
Stejn¥ jako v Ramseyov¥ modelu zavedeme produk£ní funkci v intenzivní form¥ f .
Zachován z·stane i neoklasický p°edpoklad o úrokové mí°e dané £istým výnosem z ka-
pitálu, tj. rozdílem mezi mezní výnosností kapitálu f ′(k) a mírou depreciace kapitálu δ.
Protoºe míra depreciace kapitálu není rozhodujícím faktorem pro porovnání fondového




Rovn¥º mzda na jednotku efektivní práce wt odpovídá mezní produktivit¥ jednotky
efektivní práce p°i dané vybavenosti kapitálem (vztah (1.2.36) na stran¥ 12).
2.2 Popis subjekt·
Spot°ebitel
Uºitek reprezentativního jedince je závislý na jeho spot°eb¥, do uºitkové funkce tedy
vstupuje jeho spot°eba v produktivním v¥ku C1 a spot°eba v post-produktivním v¥ku
C2. V produktivním v¥ku jedinec spot°ebuje £ást svého p°íjmu ze mzdy, £ást uspo°í.
V post-produktivním v¥ku jedinec spot°ebuje své úspory, které jsou navý²eny o p°íjem
z úrok·. Protoºe v této fázi neuvaºujeme p°ítomnost vlády, je jedinec odkázán jen
na své úspory a nedostává ºádné transfery ze státního rozpo£tu. V produktivním i
post-produktivním v¥ku není jeho mzda ani spot°eba nijak dan¥na.
Rozpo£tové omezení spot°ebitele Uvaºujme rozpo£tové omezení jedince v post-
produktivním v¥ku. Jedinec v post-produktivním v¥ku spot°ebuje své úspory z pro-
duktivního v¥ku zhodnocené o úrokovou míru. Uvaºujme, ºe úspory jsou zhodnoceny
úrokovou mírou v dob¥ post-produktivního v¥ku jedince. Velikost spot°eby jedince v
post-produktivním v¥ku je dána vztahem
C2,t+1 = (1 + rt+1)(wt − C1,t) . (2.2.1)
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Uºitek jedince za ob¥ období je váºeným sou£tem uºitk· za jednotlivá období. Uvaºujme
analogický tvar uºitkové funkce jako v rovnici (1.2.13) na stran¥ 9. Ozna£me si θ op¥t
jako reciprokou hodnotu k elasticit¥ intertempolární substituce. Platí omezení, ºe θ > 0.
Uvaºujme hodnotu vzhledem k £asu t. Spot°eba v post-produktivním v¥ku je op¥t
diskontována individuální diskontní mírou ρ. Hodnota uºitku jedince v £ase t, který je









1− θ . (2.2.2)
Musí platit 1 + ρ > 0, tedy ρ > −1. Dále musí platit ρ 6= 0. Pokud ρ ∈ (−1, 0), pak
jedinec klade vy²²í váhu spot°eb¥ v post-produktivním v¥ku, pokud ρ > 0, pak preferuje
spot°ebu v produktivním v¥ku.
e²ení úlohy spot°ebitele Jednotlivec maximalizuje svoji uºitkovou funkce (2.2.2)
volbou velkosti spot°eby v obou obdobích. Úlohu spot°ebitele lze °e²it jednodu²²ím zp·-
sobem, neº v p°ípad¥ Ramseyova modelu, a to metodou Lagrangeových multiplikátor·.










1− θ + λ [C2,t+1 − (1 + rt+1)(wt − C1,t)] (2.2.3)
Ur£íme parciální derivace rovnice (2.2.3) podle C1,t a C2,t+1 a poloºíme je rovny nule:
∂L
∂C1,t






+ λ = 0. (2.2.5)

















Pokud tedy bude spot°ebitel maximalizovat sv·j uºitek daný funkcí (2.2.2) p°i rozpo£to-
vém omezení (2.2.1), bude pom¥r jeho spot°eby v produktivním a post-produktivním




Velikost úspor spot°ebitele Z °e²ení problému spot°ebitele (2.2.7) lze odvodit vy-
jád°ení velikosti spot°eby v produktivním v¥ku v závislosti na parametrech rt+1 a ρ a












Z rovnice (2.2.8) m·ºeme odvodit podíl úspor na p°íjmu ze mzdy. Jednotlivec vydává













Zbylá £ást p°íjmu je vynaloºena na úspory. ást d·chodu, kterou jednotlivec uspo°í, je
tedy dána jednotkovým dopl¬kem ke zlomku (2.2.9). Podíl úspor na p°íjmu ze mzdy













Kapitál v ekonomice v £ase t + 1 je tvo°en úsporami osob, které byly v produktivním
v¥ku v £ase t. Jedinci ºijící v d°ív¥j²ích generacích totiº ve²keré své úspory utratili v
post-produktivním v¥ku. Celkové mnoºství kapitálu v ekonomice lze ur£it na základ¥
úspor reprezentativního jedince. Reprezentativních jedinc· je v £ase t v ekonomice Lt.
Kapitálová zásoba v ekonomice je dána vztahem
Kt+1 = st · Lt · wt . (2.2.11)
Kapitál na jednotku efektivní práce je dán vztahem
kˆt+1 =
st · wt
(1 + n)(1 + g)
. (2.2.12)
Do rovnice (2.2.12) m·ºeme dosadit vztah pro úrokovou míru a mzdu na jednotku
efektivní práce. Získáme vyjád°ení kapitálu na jednotku efektivní práce v závislosti na
parametrech n, x a kapitálu na jednotku efektivní práce v £ase t:
kˆt+1 =
s [f ′(kt+1)] [f(kt)− kt · f ′(kt)]
(1 + n)(1 + x)
. (2.2.13)
Pro steady-state Diamondova modelu platí, ºe kt = kt+1, tj. nem¥ní se mnoºství kapitálu
na jednotku efektivní práce. Tempo r·stu kapitálu poroste pouze v d·sledku r·stu
velikosti populace a r·stu efektivity práce.
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Obrázek 3: Steady-state v Diamondov¥ modelu (zdroj: [18])
Steady-state
Pro obecn¥ definované parametry modelu a uºitkové funkce modelu není zaji²t¥na
existence jediného steady-state. Pro jiné kombinace parametr· a uºitkové funkce zase
steady-state existovat nemusí. Ob¥ situace spolu s existencí jednoho steady-state jsou
na obrázku 3.
Vzhledem k rozsahu práce budeme hledat steady-state pouze pro p°ípad θ → 1. Nejprve
si ur£íme limitu uºitkové funkce jako
lim
θ→1









Dále uvaºujme Cobb-Douglasovu produk£ní funkci definovanou vztahem
F (K,L) = Kα · (A · L)1−α . (2.2.16)
Nyní lze ur£it mnoºství kapitálu na jednotku efektivní práce v £ase t+ 1 jako
kt+1 =
(1− α) · kαt




V p°ípad¥ spln¥ní daných p°edpoklad· existuje práv¥ jeden steady-state, ke kterému
bude ekonomika konvergovat. Ekonomika konverguje k danému steady-state bez ohledu
na po£áte£ní hodnotu k0.
2.3 Penzijní systém v Diamondov¥ modelu
Spolu s moºností existence více steady-state existuje v Diamondov¥ modelu oproti Ram-
seyov¥ dal²í komplikace. Ve steady-state nemusí být maximalizován uºitek dané popu-
lace. Míra úspor ve steady-state m·ºe být odli²ná od té, která by maximalizovala sou£et
uºitku obou generací.
Lze dokázat, ºe spole£enský uºitek je maximalizován p°i úrokové mí°e shodné jako
u zlatého pravidla Solowova modelu (viz rovnice (1.3.1) na stran¥ 15). Pokud tedy ve
steady-state platí r < n+x, není uºitek obou generací maximalizován a navíc lze uºitek
jednotlivých generací zvý²it sou£asn¥. Spot°ebitel za kaºdou uspo°enou jednotku zboºí
v produktivním v¥ku získává spot°ebu 1 + r v post-produktivním v¥ku. Uvaºujme ale,
ºe tento spot°ebitel by se namísto úspory jedné jednotky zboºí rozhodl tuto jednotku
darovat osob¥ v post-produktivním v¥ku. Této jednotky by se dobrovoln¥ vzdal, protoºe
by mu bylo p°islíbeno t°etí stranou, ºe spot°ebitelé, kte°í budou v £ase t+ 1 v produk-
tivním v¥ku, se vzdají £ásti svého p°íjmu ve prosp¥ch spot°ebitel· v post-produktivním
v¥ku. Uvaºujme, ºe p°íjem p°epo£tený na jednotku efektivní práce, kterého se vzdají
spot°ebitelé v obou generacích, je ekvivalentní. Víme, ºe populace roste konstantním
tempem n. Protoºe do systému vºdy p°ispívá celá generace a celý vklad do systému v
£ase t jedinci v produktivním v¥ku je v £ase t ihned p°edán jedinc·m v produktivním
v¥ku, obdrºí kaºdý spot°ebitel v post-produktivním v¥ku za kaºdou jednotku, které se
d°íve vzdal, celkem 1 + n + x jednotek spot°ebního zboºí. S p°esunem jedné jednotky
sou£asn¥ dojde ke sníºení kapitálu ve výrob¥, coº zvý²í mezní produktivitu kapitálu a
tím i úrokovou míru. P°i zavedení tohoto systému darování by se sníºila úrove¬ úspor
aº na takovou, kdy bude platit r = n+ g, tj. vloºení dal²í jednotky do obou systém· je
stejn¥ výhodné.
Tedy pokud platí, ºe r < n + x, pak 1 + r < 1 + n + x a systém je pro spot°ebitele
ve v²ech generacích výhodn¥j²í neº fondový systém. V opa£ném p°ípad¥ by bylo pro
spot°ebitele výhodn¥j²í, kdyby do tohoto systému nevstupoval.
Popisovaný systém v principu odpovídá pr·b¥ºnému systému (viz strana 17). Podle Dia-
mondova modelu závisí je tedy výhodnost tohoto systém pro ú£astníky závislá na tempu
r·stu populace, tempu r·stu produktivity práce a úrokové mí°e. Z modelu automaticky
nevyplývá, ºe pr·b¥ºný systém je nevýhodný p°i nízkém tempu r·stu populace, pro-
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toºe to m·ºe být kompenzováno dostate£n¥ velkým tempem r·stu produktivity práce.
Kombinace nízkého (p°ípadn¥ záporného) tempa r·stu populace a nízkého tempa r·stu




V kapitole 2 jsme si popsali Diamond·v model. V modelu se ºivot jednoho jedince d¥lil
na dv¥ období  produktivní v¥k a post-produktivní v¥k. Tento p°ístup je v²ak pom¥rn¥
nerealistický, protoºe p°edpokládal stejnou délku obou £ástí ºivota. V roce 1987 publi-
kovali Auerbach a Kotlikoff v knize [2] OLG model, který roz²i°uje Diamond·v model
nejen o periodu o délce jednoho roku, model navíc uvaºuje i endogenní nabídku práce,
protoºe v uºitkové funkci spot°ebitele je krom¥ spot°eby i volný £as jednotlivce.
D·vody výb¥ru modelu
Tento model byl od své první publikace mnohokrát pouºit, a to nejen v akademické
sfé°e, ale i k tvorb¥ prognóz centrálních bank nebo OECD. Model je zaloºený na kon-
strukci v²eobecné rovnováhy mezi spot°ebiteli, firmami a vládnou. V modelu je chování
spot°ebitele analyzováno s vyuºitím deep parametres, které popisují chování spot°ebitel·
(viz diskusi k Lucasov¥ kritice na stran¥ 15).
Prezentovaný model má i nevýhody. Je to p°edev²ím nemoºnost analytického odvo-
zení hodnot popisujících steady-state. Pro nalezení steady-state pouºijeme numerický
algoritmus, který je popsán v subkapitole 4.1 na stran¥ 45.
3.1 Spot°ebitel bez existence státu
Model je op¥t zaloºen na popisu chování reprezentativního jedince (viz strana 6 v
subkapitole 1.2). Chování jedince se v pr·b¥hu jeho ºivota m¥ní, jedinci v jedné v¥kové
skupin¥ se v²ak od sebe neli²í.
V¥k odchodu do d·chodu není v p·vodní verzi modelu pevn¥ daný, ale závisí zcela na
rozhodnutí subjektu. V¥k odchodu do d·chodu je tedy endogenní prom¥nnou modelu.
ivotní cyklus spot°ebitele
Model je zcela deterministický, délka ºivota jedince je pevn¥ daná a konstantní a známa
v²em spot°ebitel·m, kte°í ji zahrnují do svých kalkulací. Mezi narozením a 20. rokem
ºivota aktivn¥ nesledujeme chování spot°ebitele. Uvaºujeme, ºe v té dob¥ se subjekt
samostatn¥ nerozhoduje, nevolí si tedy sv·j vlastní objem spot°eby ani nem·ºe nabí-
zet práci na trhu práce. Spot°ebitel za£íná s nulovou hodnotou aktiv, tj. neuvaºujeme
d¥dictví ani jinou formu p°evodu majetku mezi generacemi. Z toho plyne, ºe subjekt
na konci ºivota umírá s nulovou hodnotou vlastn¥ných aktiv. Mezi 21. rokem ºivota
a odchodem do penze spot°ebitel aktivn¥ nabízí práci na trhu práce a za tu získává
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mzdu. ást této mzdy vynaloºí na spot°ebu a zbytek uspo°í. Po odchodu do penze uº
spot°ebitel na trh práce aktivn¥ nevstupuje. Stále ale nakupuje spot°ební zboºí, p°i-
£emº spot°ební výdaje jsou financovány z vytvo°ených úspor a p°ípadn¥ z pen¥ºních
transfer· od státu.
Auerbach a Kotlikoff uvaºovali, ºe v 75. roce ºivota spot°ebitel umírá a je nahrazen
novým jedincem. V modelu tedy rovn¥º neexistují explicitn¥ vyjád°ené rodinné vztahy.
Protoºe délka ºivota spot°ebitele se m·ºe li²it, ozna£me si rok úmrtí spot°ebitele jako
id. Jedinec plánuje svou celoºivotní spot°ebu a mnoºství volného £asu.
Uºitková funkce spot°ebitele
Funkce udávající sou£asnou hodnotu uºitku za celý ºivot spot°ebitele je váºeným sou£-
tem uºitk· spot°ebitele v jednotlivých letech ºivota. Uºitek v kaºdém roce závisí na
spot°eb¥ a mnoºství volného £asu. Mnoºství volného £asu budeme definovat jako po-
m¥r mezi skute£n¥ odpracovaným £asem a disponibilním £asem spot°ebitele v daném
roce.
Uºitková funkce v modelu má konstantní elasticitu substituce mezi spot°ebou a volným
£asem. Ozna£me si nejprve uºitek v i-tém roce ºivota spot°ebitele jako ui, parametry















ct je mnoºství spot°ebovaného zboºí t-tém roce,
lt je podíl volného £ase na celkovém £asu v t-tém roce.












Specifikce parametr· uºitkové funkce Parametr γ ozna£uje elasticitu intertempo-
rální substituce, která je definována stejn¥ jako p°i popisu Ramseyova modelu rovnicí
(1.2.11) na stran¥ 8. Parametr β ur£uje míru reakce individuální nabídky práce na
zm¥nu reálné mzdy a ur£uje velikost elasticity substituce mezi volným £asem a spot°e-
bou. Tato elasticita je definována jako zm¥na pom¥ru mezi ci a li vzhledem ke zm¥n¥
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reálné mzdy. Parametr α je mírou preference volného £asu p°ed spot°ebou, s r·stem
hodnoty parametru α individuální nabídka práce klesá. P°i α = 0 bychom op¥t získali
model s exogenní nabídkou práce. Parametr ρ op¥t ozna£uje diskontní faktor.
Rozpo£tové omezení domácnosti
Spot°ebitel maximalizuje sv·j celoºivotní uºitek (3.1.2) vzhledem ke svému rozpo£to-
vému omezení. Na konci ºivota musí mít spot°ebitel nulovou hodnotu vlastn¥ných fi-
nan£ních aktiv, jiné omezení výdaj· spot°ebitele na spot°ebu není uvaºováno. Maxi-
malizace uºitku spot°ebitele je optimaliza£ní úlohou s jednou omezující podmínkou,
p°i£emº optimalizaci je provád¥na v diskrétním £ase a kone£ném £asovém horizontu.
Uvaºujme nejprve rozpo£tové omezení bez existence zdan¥ní (tj. nejsou zda¬ovány ka-
pitálové p°íjmy, spot°eba ani mzdové p°íjmy). Úrokovou míru v i-tém roce si op¥t
ozna£me jako ri. Dále si ozna£me reálnou mzdu v i-tém roce jako wi. P°íjem spot°ebi-
tele se skládá z úrok· z vlastn¥ných aktiv a ze mzdových p°íjm·. Mnoºství vlastn¥ných
aktiv je p°itom závislé £ist¥ na p°íjmu z d°íve prodané práce, protoºe spot°ebitel ukládá
do finan£ních aktiv ve²kerý nespot°ebovaný d·chod.
Dále uvaºujme, ºe m·ºe docházet ke zm¥n¥ vý²e mzdy spot°ebitele v závislosti na
aktuálním v¥ku, nap°íklad v d·sledku r·stu pracovních zku²eností. Abychom zachovali
homogenitu práce a p°edpoklad dokonale konkuren£ního trhu práce, nabízejí v²ichni
spot°ebitelé svoji práci na jednom trhu a trºní cena je pro v²echny nabízející stejná.
Uvaºujme ale, ºe násobek mzdové sazby a mnoºství odpracovaného £asu na trhu práce
násobíme prom¥nnou ei, která upravuje pracovní p°íjem vzhledem k v¥ku spot°ebitele.
Hodnota ei je i-tý rok exogenní, spot°ebitel ji tedy nem·ºe ovlivnit. Dále uvaºujme,
ºe pro jedince r·zných generací dochází ke stejné relativní zm¥n¥ reálných mezd v
d·sledku r·stu dosaºeného v¥ku. Sou£in wi · ei je analogií mzdy za jednotku efektivní
práce, kterou jsme si definovali p°i popisu Ramseyova modelu (viz str. 12) a následn¥
ji pouºili i v Diamondov¥ modelu.








· [wi · ei · (1− li)− ci] = 0 . (3.1.3)
Dal²í podmínkou optimalizace je, ºe pro relativní pom¥r odpracované doby na délce
£asového období platí li ∈ 〈0, 1〉. Ozna£me si mnoºství vlastn¥ných finan£ních aktiv
spot°ebitelem v i-tém roce op¥t jako ai. Hodnota vlastn¥ných finan£ních aktiv na za-
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£átku i na konci ºivota spot°ebitele je nulová. Podmínku (3.1.3) m·ºeme p°epsat jako
a1 = aid = 0 . (3.1.4)
Protoºe spot°ebitel rozkládá celý sv·j p°íjem mezi spot°ebu a finan£ní aktiva, velikost
aktiv v i-tém roce ºivota spot°ebitele je dána vztahem
ai = ei · wi + (1 + ri) · ai−1 − ci . (3.1.5)
Ze vztahu vyplývá, ºe vý²e spot°ebních výdaj· spot°ebitele není limitována p°íjmem
spot°ebitele z prodeje práce. Aby spot°ebitel splnil podmínku (3.1.3), musí na konci
svého ºivota spot°ebovávat nejen ve²keré p°íjmy z úrok·, ale postupn¥ vkládá do spo-
t°eby i d°íve akumulované úspory (tj. pro n¥která i platí ei · wi + (1 + ri) · ai−1 < ci).
Optimalizace uºitku bez existence vlády
Jak jsme jiº uvedli na za£átku kaptoly, ptimaliza£ní problém spot°ebitele není analyticky
°e²itelný. Metodou Lagrangeových multiplikátor· lze ale získat soustavy rovnic, které
n¥kte°í auto°i navrhují vyuºít p°i numerickém °e²ení. Ukaºme si tedy tvar Lagrangeovy
rovnice a její parciální derivace.
Tentokrát rovnice neobsahuje jen jeden Lagrange·v multiplikátor jako rovnice (2.2.3),
ale Lagrangeovy multiplikátory λi pro i = 1, 2, . . . , id. e²ením problému je nalezení

















· λi · [wi · ei · (1− li)− ci] . (3.1.6)
Podmínky prvního °ádu Uvaºujme nyní podmínky prvního °ádu pro optimální
spot°ebu a optimální mnoºství volného £asu v i-tém roce. Nejprve ur£íme parciální
derivaci rovnice (3.1.6) podle prom¥nné ci a poloºíme ji rovnu nule. Po úprav¥ získáme
rovnici











Nyní spo£ítáme parciální derivaci rovnice (3.1.6) podle prom¥nné li a poloºíme ji rovnu
nule. Po úprav¥ získáme rovnici










· w?i . (3.1.8)
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Lagrange·v multiplikátor λi lze ekonomicky interpretovat jako stínovou cenu. Hodnota
λi p°edstavuje zvý²ení uºitku p°i zvý²ení p°íjmu o jednu jednotku diskontovanou pro












a w?i definována jako
w?i = wi · ei + µi . (3.1.10)
Prom¥nná µi ozna£uje stínovou cenu práce v i-tém roce a je r·zná od nuly práv¥ kdyº
subjekt volí odchod do d·chodu v i-tém roce. P°edstavuje zvý²ení mzdy na jednotku
efektivní práce wi ·ei, kterou bude subjekt vyºadovat, aby namísto odchodu do d·chodu
op¥t za£al nabízet svoji práci na trhu práce.
Z rovnic (3.1.7) a (3.1.8) lze vyjád°it optimální mnoºství relativního podílu volného




)−ρ · ct . (3.1.11)
Pokud je ρ fixní, zvý²ení α zvý²í pom¥r li
ci
a subjekt bude mén¥ pracovat a sníºí svoji
spot°ebu.
Substitucí (3.1.11) do (3.1.9) získáme vyjád°ení Ωi v závislosti na ct. Následn¥ m·ºeme















1 + α · ρ · w?t 1−ρ
] ρ−γ
1−ρ . (3.1.13)
Prom¥nná νi je pomocnou prom¥nnou bez ekonomické interpretace. Obecn¥ nelze for-
mulovat záv¥r, zda zvý²ení mzdy na jednotku efektivní práce w?i povede ke zvý²ení
nebo sníºení odpracovaného volného £asu. To závisí na vzájemné velikosti parametr·
ρ a γ. V mikroekonomii obecn¥ zvý²ení mzdy m·ºe vyvolat r·st i pokles individuál-
ního nabízeného mnoºství práce. [37] Nyní je jiº jednoduché odvodit vývoj relativního
mnoºství volného £asu spot°ebitele. Vyjdeme z rovnice (3.1.11), do které dosadíme za
















· lt−1 . (3.1.14)
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Rovnice (3.1.12) a (3.1.14) tvo°í soustavu diferen£ních rovnic, které ur£ují vývoj spo-
t°eby a relativního mnoºství volného £asu spot°ebitele v pr·b¥hu jeho ºivota. Konkrétní
hodnoty ci a li v pr·b¥hu ºivota spot°ebitele ale z rovnic bohuºel nelze analyticky ur£it,
proto musí být tato soustava °e²ena numericky.
3.2 Spot°ebitel p°i existenci vlády
Nyní do ekonomiky zavedeme existenci státu. Roz²í°ení modelu o existenci státu zpra-
covali jiº Auerbach a Kotlikoff v knize [3], n¥které detaily rozpracoval Dybczak v práci
[13]. Da¬ definujeme jako pen¥ºní, povinné, nenávratné platby do ve°ejného rozpo£tu,
které se vybírají na základ¥ mocenské povahy státu, tzn. na základ¥ zákona. Da¬ je platba
neú£elová, neekvivalentního charakteru, pravideln¥ se opakující, s p°esn¥ ur£enou vý²í
sazby. [27, s. 65]
Uvaºujme, ºe stát aplikuje t°i druhy zdan¥ní spot°ebitele: da¬ ze mzdy, da¬ z výnosu
z finan£ních aktiv a da¬ ze spot°eby. Uvaºujme ve v²ech t°ech p°ípadech lineární sazbu
dan¥, tj. vý²e zaplacené dan¥ roste proporcionáln¥ s vý²í da¬ového základu. Zákla-
dem dan¥ v p°ípad¥ dan¥ ze mzdy budeme uvaºovat mzdu na jednotku efektivní práce
násobenou mnoºství odpracovaného £asu, v p°ípad¥ spot°ební dan¥ je základem dan¥
mnoºství spot°ebovaného zboºí a pro da¬ z úrokových p°íjm· vý²e vyplacených úrok·
z vlastnictví finan£ních aktiv.
V p°ípad¥ lineární sazby dan¥ rovn¥º platí, ºe mezní míra zdan¥ní (tj. zvý²ení zdan¥ní
p°i dodate£ném zvý²ení základu dan¥ o jednotku) se rovná pr·m¥rné mí°e zdan¥ní (tj.
vý²e dan¥ d¥lená vý²í da¬ového základu).
Hodnota finan£ních aktiv
V¥k odchodu do d·chodu budeme povaºovat za exogenní a pevn¥ daný. Zm¥na odchodu
do d·chodu je totiº pom¥rn¥ £asto diskutovaným nástrojem vládní politiky pro udrºi-
telnost d·chodového systému. Zm¥nou pevn¥ daného v¥ku odchodu do d·chodu je pak
moºné simulovat vliv tohoto nástroje na vývoj ekonomiky. Ozna£me si obecn¥ rok smrti
spot°ebitele jako id a rok odchodu do starobní penze jako ip. V modelu p°edpokládáme
id ∈ N, ip ∈ N a id > ip. V platnosti stále z·stává p°edpoklad, ºe spot°ebitel za£íná
sv·j ºivot s nulovou hodnotou vlastn¥ných aktiv a ve²keré své úspory spot°ebuje b¥hem
svého ºivota. O relativním podílu volného £asu na disponibilním £asu platí li = 1 pro
i = ip, ip + 1, . . . , id − 1.
Nejprve je pot°eba si redefinovat vztah pro mnoºství finan£ních aktiv vlastn¥ných spo-
t°ebitelem ai, který jsme si definovali ve vztahu (3.1.5). Ozna£me si sazbu dan¥ ze mzdy
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v i-tém roce ºivota spot°ebitele jako τi,w, sazbu dan¥ z p°íjmu z finan£ních aktiv τi,a
a sazbu spot°ební dan¥ jako τi,c. Uvaºujme nejprve zm¥nu hodnoty finan£ních aktiv v
pr·b¥hu produktivního v¥ku spot°ebitele, kdy nabízí svoji práci na trhu práce a za to
dostává mzdu.
P°ípad spot°ebitele v produktivním v¥ku Nyní m·ºeme vyjád°it hodnotu fi-
nan£ních aktiv spot°ebitele v i-tém roce jeho ºivota jako
ai = (1−τi,w)ei ·wi ·(1−li)+[1 + ri · (1− τa,w)]·ai−1−(1−τi,w)ci i = 1, 2, . . . , ip−1 .
(3.2.1)
Jedinec nepobírá ºádný transfer od státu. Protoºe trh práce je dokonale efektivní, ne-
existuje nedobrovolná zam¥stnanost a stát tak nevyplácí ºádnou náhradu za neodpra-
covaný £as v pr·b¥hu roku.
P°ípad spot°ebitele v post-produktivním v¥ku Nyní uvaºujme situaci spot°ebi-
tele v post-produktivním v¥ku. Spot°ebitel dostává v i-tém roce ºivota od státu penzi
ve vý²i bi. Tato penze není dan¥na, zdan¥ní samoz°ejm¥ ale podléhají spot°ební výdaje
realizované z této mzdy. Sou£asn¥ jiº nem·ºe nabízet svoji práci na trhu práce, tj. neu-
vaºujeme ºádný p°íjem ze mzdy. Poslední dva £leny rovnice (3.2.1) tedy z·stávají beze
zm¥ny. Vývoj hodnoty finan£ních aktiv spot°ebitele je tedy dán vztahem
ai = bi + [1 + ri · (1− τa,w)] · ai−1 − (1− τi,w)ci i = ip, ip + 1, . . . , id . (3.2.2)
Stále platí podmínka nulové hodnoty aktiv v dob¥ úmrtí, tedy
a1 = aid = 0 . (3.2.3)
Uºitková funkce
Uºitková funkce spot°ebitele není existencí státu ovlivn¥na. Obecná definice uºitkové
funkce pro velikost uºitku v i-tém roce se nem¥ní a je stále dána vztahem (3.1.1)
(str. 29). asové preference spot°ebitele lze povaºovat za deep parametrs (viz diskuse
k Lucasov¥ kritice na stran¥ 15). U subjekt· v deterministickém prost°edí sice dojde
vlivem existence vlády ke zm¥n¥ absolutní velikosti spot°eby a volného £asu v pr·b¥hu
jejich ºivota, m·ºeme ale p°edpokládat, ºe jejich tendence k relativní velikosti uºitk·
v jednotivých letech se nem¥ní. Subjekty zahrnují existenci vlády, zdan¥ní a transfer·
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do svých kalkulací a zm¥ní své chování, nem¥ní se v²ak jejich preference volného £asu
p°ed spot°ebou a ochota odloºit sou£asný uºitek do budoucnosti 11.
Maximalizace uºitku spot°ebitele
Spot°ebitel stále usiluje o maximalizaci sou£asné hodnoty svého celoºivotního uºitku.











Optimaliza£ní úloha spot°ebitele je analogická k p°edchozí úloze a lze ji op¥t °e²it
metodou Lagrangeových multiplikátor·.
3.3 D¥dictví a explicitní rodinná struktura
Roz²í°ení o d¥dictví a explicitní vyjád°ení rodinné struktury navrhli Auerbach, Kotli-
koff, Hagemann a Nicoletti v roce 1989 v £lánku [3]. V této verzi modelu neuvaºujeme
existenci zdan¥ní.
Tato subkapitola p°edev²ím ukazuje moºnosti roz²i°ování p·vodního Auerbachova-
Kotlikoffova modelu o nové prvky. Model perfektn¥ demonstruje obvyklý postup p°i
roz²i°ování stávajících ekonomických model· o nové prvky.
ivotní cyklus spot°ebitele
V této subkapitole budeme nadále pouºívat pojem spot°ebitel (viz poznámka pod £arou
na stran¥ 6), protoºe rozhodování o mnoºství odpracovaného £asu a spot°eb¥ provádí
stále jedna osoba. Na rozdíl od p°edchozích £ástí v²ak je jeho uºitek závislý nejen na
jeho spot°eb¥, ale i na spot°eb¥ jeho potomk·. Dále pro v¥t²í p°ehlednost vyuºijeme
£íseln¥ zadané roky ºivota, ve kterých spot°ebitel zaºívá níºe definované události.
Délka ºivota v²ech subjekt· £iní 75 let. Subjekty v ekonomice op¥t rozd¥líme na skupiny
se stejným v¥kem. Osoby od prvního do dvacátého roku ºivota ozna£íme jako d¥ti a
osoby ve v¥ku od 21 do 75 let jako dosp¥lé jedince. Subjekt tedy dospívá a stává se pln¥
11V prost°edí nejistoty by do rozhodování subjekt· mohlo vstoupit riziko. Pokud by se subjekty
nap°íklad m¥ly d·vod obávat, ºe budoucí vlády zvý²í podstatným zp·sobem zdan¥ní, mohly by za-
£ít up°ednost¬ovat sou£asnou jistou spot°ebu p°ed budoucí nejistou spot°ebou. V deterministickém
modelu jsou v²ak budoucí da¬ové sazby spot°ebitel·m v sou£asnosti známy.
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samostatným ve 21 letech. Samostatn¥ rozhodující se subjekty jsou pouze subjekty ve
v¥ku od 21 do 75 let.
Subjekt se ve 21 letech sou£asn¥ stává rodi£em a má vlastní d¥ti. Po£et d¥tí spot°ebitele
ozna£íme jako M . Spot°ebitel se stará o svoje d¥ti od 21 do 40 let, protoºe poté,
co spot°ebitel dosáhne v¥ku 40 let, jeho d¥ti dospívají. V 75 letech subjekt umírá a
zanechává svým d¥tem d¥dictví. Jeho potomek získává d¥dictví ve v¥ku 55 let.
Definice uºitku spot°ebitele
Uºitek spot°ebitele je sou£tem následujících t°í prom¥nných:
• uºitku spot°ebitele z vlastní spot°eby zboºí v dosp¥lém v¥ku,
• uºitku d¥tí spot°ebitele ze spot°eby zboºí a
• uºitku z poz·stalosti spot°ebitele, kterou zanechává svým potomk·m.
Celoºivotní uºitek spot°ebitele budeme op¥t ozna£ovat jako U . Dále si ozna£me uºitek
spot°ebitele v pr·b¥hu jeho ºivota z vlastní spot°eby a z vlastního volného £asu jako Vp.
Dále si ozna£me uºitek jednoho dít¥te ze spot°eby jako Vch a uºitek rodi£e z d¥dictví,
které p°enechal jednomu ze svých potomk· jako B. Celkový uºitek spot°ebitele za celý
jeho ºivot je tedy dán vztahem
U = Vp +M · Vch +M ·B . (3.3.1)
Funkce uºitku pro daný rok Uvaºujme, ºe definice uºitkové funkce pro uºitek ze
spot°eby a volného £asu v daném roce je dána stále funkcí (3.1.1) (str. 29). Vyuºijeme
tuto uºitkovou funkci pro ur£ení uºitku dosp¥lých jedinc· i d¥tí. leny Vp a Vch vycházejí
ze spot°eby a volného £asu v pr·b¥hu ºivota spot°ebitele. Sou£et prvních dvou £len· z
pravé £ásti rovnice (3.3.1) m·ºeme tedy vyjád°it jako
Vp +M · Vch =
75∑
i=21







Prom¥nná ρ op¥t ozna£uje míru £asové preference a γ je elasticita intertemporální
substituce.
Ur£ení velikosti d¥dictví V modelu je pouºita uºitková funkce pro uºitek rodi£e z
d¥dictví p°enechaného svým potomk·m. Nejprve si ozna£me velikost d¥dictví odkáza-
ného jednomu potomkovi jako b. Velikost odkázaného d¥dictví je závislá na parametru
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preference odkázaného d¥dictví ϑ. Uºitek spot°ebitele z d¥dictví odkázaného svému




· b1− 1γ . (3.3.3)
Trajektorie spot°eby a volného £asu spot°ebitele, která je daná maximalizací funkce
(3.3.1), dokáºe aproximovat mnohem více empirických pr·b¥h· funkcí spot°eby a
uºitku. Empirické odhady parametr·, p°edev²ím pak parametru ϑ, jsou ale mnohem
komplikovan¥j²í a není pro n¥ k dispozici ani dostatek dat.
Rozpo£tové omezení spot°ebitele
V záv¥ru subkapitoly je²t¥ ur£íme rovnici rozpo£tového omezení spot°ebitele. Výdaje
spot°ebitele nyní zahrnují krom¥ výdaj· na jeho vlastní spot°ebu i výdaje na spot°ebu
jeho d¥tí. P°íjmy spot°ebitele pak tvo°í p°íjmy z prodeje práce na trhu práce a d¥dictví,
které on sám získal v 55 letech od jeho rodi£·. Platí, ºe se hodnota celoºivotních p°í-
jm· spot°ebitele diskontovaná do 21. roku ºivota spot°ebitele musí rovnat diskontované



























V této £ásti budeme analyzovat chování firem. Reprezentativní firma pouºívá jako vý-
robní faktory práci a kapitál. Firma je op¥t producentem jednoho druhu spot°ebního
zboºí a jednoho druhu kapitálového zboºí, p°i£emº oba druhy zboºí jsou dokonalými vý-
robními substituty. Protoºe modelujeme systém v²eobecné rovnováhy, mnoºství práce
vyuºité firmami je rovno mnoºství práce, které nabízejí spot°ebitelé v dané ekonomice.
Mnoºství zboºí, které firmy prodají, je rovno mnoºství zboºí, které spot°ebitelé v eko-
nomice nakoupí.
Mnoºství kapitálu, který má firma v £ase t k dispozici, ozna£íme op¥t Kt. V Ram-
seyov¥ i Diamondov¥ modelu jsme uvaºovali exogenní nabídku práce, tedy neexistoval
rozdíl mezi mnoºstvím dostupných pracovních sil a mnoºstvím pracovních sil, které se
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skute£n¥ zapojily do výroby. Jelikoº ve výkladu Auerbachova-Kotlikoffova modelu uva-
ºujeme endogenní nabídku práce (pro α > 0), existuje v ekonomice ur£itá dobrovolná
nezam¥stnanost. Pro zachování konzistence s d°ív¥j²ím zna£ením si ozna£me Lt,i po£et
jedinc· v ekonomice ve v¥ku i v £ase t. Mnoºství pracovní síly, které je v daném roce
skute£n¥ zapojeno do výroby, pak ozna£íme Nt.
Produk£ní funkce
Nyní si definujeme produk£ní funkci. Auerbach a Kotlikoff pouºili ve svém modelu
produk£ní funkci s konstantní elasticitou substituce, tedy funkci stejného typu jako je
uºitková funkce (viz (3.1.1) na stran¥ 29). Stejn¥ jako v p°ípad¥ Ramseyova modelu
uvaºujeme konstantní výnosy z rozsahu (definovány vztahem (1.2.23) na stran¥ 10).
Produk£ní funkce je dána výrazem












Parametr  je mírou intenzity vyuºití kapitálu ve výrob¥ a platí  ∈ 〈0, 1〉. Parametr θ
je mírou elasticity substituce ve výrob¥ a ur£uje zm¥nu pom¥ru Kt
Lt
p°i zm¥n¥ pom¥ru
cen výrobních faktor· w
r
. len A je úrov¬ová konstanta, která udává produktivitu obou
faktor· sou£asn¥. Parametr A m·ºe být v £ase konstantní nebo m·ºe ozna£ovat tech-
nologický pokrok, jako jsme to vid¥li v Ramseyov¥ i Diamondov¥ modelu.
Mezní produktivita výrobních faktor· Na základ¥ produk£ní funkce (3.4.1) m·-
ºeme ur£it mezní produktivitu výrobních faktor·. Mezní produktivita výrobního faktoru
je zvý²ení objemu produkce p°i zapojení dodate£né jednotky výrobního faktoru (a kon-
stantnímu mnoºství ostatních faktor·) a lze ji ur£it jako parciální derivaci produk£ní





































Uvaºujeme, ºe mnoºství práce ve výrob¥ lze m¥nit bez dodate£ných náklad·. Vzhledem
k p°edpokladu dokonale konkuren£ního trhu práce je rovnováºná mzda rovná mezní
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produktivit¥ práce. Pak p°i rovnováze na trhu práce musí platit rovnost















V p°ípad¥ kapitálu lze uvaºovat dv¥ alternativy:
• Mnoºství kapitálu ve výrob¥ je moºné m¥nit bez dodate£ných náklad·.
• Zm¥na mnoºství kapitálu ve výrob¥ zp·sobuje dodate£né náklady.
Popí²eme si nyní oba tyto moºné p°ípady.
Zm¥na mnoºství kapitálu bez dodate£ných náklad· V tomto p°ípad¥ firma
m¥ní mnoºství kapitálu ve výrob¥ stejným zp·sobem jako m¥ní mnoºství práce. Firma
dokupuje (nebo prodává) kapitál do té doby, dokud marginální výnos z kapitálu není
roven cen¥ kapitálu. Protoºe trh kapitálu je op¥t dokonale konkuren£ní, je cena kapitálu
rovná úrokové mí°e, tj. platí vztah:















Dodate£né náklady p°i zm¥n¥ mnoºství kapitálu Podle tvrzení °ady autor· je
zm¥na mnoºství kapitálu firem spojena s dodate£nými náklady. S po°ízením nového
kapitálového vybavení jsou totiº spojeny náklady na jeho instalaci, uvedení do provozu,
za²kolení pracovník· atd. Samotná zm¥na velikosti firmy pak p°iná²í administrativní a
provozní náklady. Tyto náklady jsou tím vy²²í, £ím je vy²²í mnoºství nakupovaného ka-
pitálu. Funkce ceny dodate£n¥ instalovaného kapitálu by tedy m¥la být konvexní. Tento
p°edpoklad je v souladu s teorií °ízení firmy, která p°edpokládá dlouhodobé plánování a
sníºení nákladu na investi£ní projekty jejich rozloºením do del²ího £asového období. [28]
Rovn¥º bude zm¥na mnoºství kapitálu firmy ve výrob¥ reprezentativní firmy relativn¥
men²í neº v p°ípad¥ zm¥ny mnoºství práce, protoºe firma bude optimalizovat celkové
náklady na zm¥nu mnoºství kapitálu ve výrob¥. Dále by náklady na zm¥nu mnoºství
kapitálu ve výrob¥ m¥ly být kladné v p°ípad¥ zvy²ování i sniºování mnoºství kapitálu
ve výrob¥, protoºe prodej kapitálu je rovn¥º svázán s dodate£nými náklady.
Je z°ejmé, ºe vzhledem k t¥mto p°edpoklad·m nebude trºní cena kapitálu dána vzta-
hem (3.4.5). Auerbach a Kotlikoff ve svém modelu aplikují funkci dodate£ných náklad·
definovanou Hayashim a Summersem. Ozna£me si zm¥nu mnoºství kapitálu firmy jako
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It a funkci celkových náklad· firmy jako C(It). Celkovou cenu investic firmy vyjád°íme
vztahem
C(It) = It +
z · I2t
2 ·Kt , (3.4.6)
kde z je parametr definující velikost dodate£ných náklad· na investici.
Zm¥na mnoºství kapitálu Firma za£íná s po£áte£ní hodnotou kapitálu K0. Mnoº-
ství kapitálu firmy se m¥ní v £ase. Zvy²uje se díky investicím firmy It a sniºuje vlivem
opot°ebení nebo zastarání d°íve po°ízeného kapitálu. V kaºdém £ase t se hodnota ka-
pitálu firmy sníºí o parametr opot°ebení kapitálu δ, absolutní hodnota sníºení kapitálu
firmy v £ase t je δ ·Kt. Mnoºství kapitálu v £ase t+ 1 m·ºeme vyjád°it vztahem
Kt+1 = (1− δ) ·Kt + It . (3.4.7)
Maximalizace zisku firmy
Nejprve si vyjád°íme funkci zisku firmy. Zatímco spot°ebitel maximalizoval sv·j uºitek
v horizontu omezeném délkou jeho ºivota, u firmy budeme p°edpokládat, ºe firma ma-
ximalizuje sv·j zisk v nekone£ném £asovém horizontu. Chování firmy v Auerbachov¥-
Kotlikoffov¥ modelu je tedy bliº²í Ramseyov¥ modelu. Modely se v²ak li²í existencí
náklad· na p°izp·sobení.
Funkce zisku firmy Ozna£me si zisk firmy v £ase t jako pit. Zisk v £ase t je rozdílem
mezi mnoºstvím vyrobeného zboºí Yt a náklady na práci nakoupenou v £ase t a celkovou
cenou investic v £ase t. Zisk firmy je formáln¥ zapsán jako











Optimaliza£ní úloha firmy Firma maximalizuje sou£asnou hodnotu zisku v ne-
kone£ném £asovém horizontu. Na rozdíl od uºitku spot°ebitele, který byl diskontován
individuálním diskontním faktorem, je zisk firmy v £ase t diskontován úrokovou mírou
rt.
Firma maximalizuje sv·j zisk volbou mnoºství nakupované práce Nt a mnoºství vlast-
n¥ného kapitálu Kt (t = 1, 2, . . .). Omezující podmínka je dána rovnici (3.4.7), protoºe
mnoºství kapitálu Kt+1 je p°esn¥ omezeno velikostí investic It a mnoºstvím kapitálu v
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p°edchozím £ase Kt. Firma tedy maximalizuje funkci
∞∑
t=1













Kt+1 = (1− δ) ·Kt + It . (3.4.10)
Protoºe pro kaºdé t maximalizujeme zisk volbou dvou prom¥nných, Kt a Nt, jedná se
o dynamickou verzi jednostup¬ové neoklasické optimaliza£ní úlohy. [37]
e²ení optimaliza£ního problému Optimaliza£ní problém firmy lze op¥t °e²it me-






































[Kt+1 − (1− δ) ·Kt − It] (3.4.11)






− wt = 0 . (3.4.12)
Marginální produkt práce ∂L
Nt
(vyjád°ený vztahem (3.4.2) na stran¥ 38) tedy musí být
p°i optimálním zisku firmy roven mzd¥ wt.
Dále ur£íme parciální derivaci Lagrangeovy rovnice podle It
∂L
∂It
= −1− b · It
Kt











− (1 + rt+1) · λt + (δ − 1) · λt+1 = 0 . (3.4.14)
Podmínky maximalizace zisku Z rovnice (3.4.12) plyne, ºe firma maximalizuje
zisk, pokud je mezní produktivita práce MPNt rovná mzd¥ wt. Z rovnic (3.4.13) a
(3.4.14) pak lze odvodit vztah pro velikost úrokové míry v závislosti na mezní produk-







+ (1 + z·It
Kt







Problematika dan¥ ze zisku firmy
Firma rovn¥º odvádí ze svého zisku da¬. V rámci £eské legislativy je tato da¬ ozna£ována
jako da¬ z p°íjmu právnických osob. [27] Da¬ ze zisku zasahuje do rozhodování firmy,
do modelu ji ov²em lze jednodu²e zapracovat. Uvaºujme, ºe sazba dan¥ je dána τt,pi.
Auerbach a Kotlikoff navrhli zm¥nu úrov¬ové konstanty A tak, aby reflektovala da¬ z
p°íjmu. Ozna£me si p·vodní hodnotu úrov¬ové konstanty (která neuvaºuje da¬ ze zisku
firmy) jako Aˆ. Pak lze do modelu zapracovat sazbu dan¥ ze zisku úpravou úrov¬ové
konstanty dle vztahu
At = Aˆt · (1− τt,pi) . (3.4.16)
3.5 Vláda
Posledním sektorem ekonomiky, který budeme analyzovat, je vláda. Vláda získává pro-
st°edky zdan¥ním ekonomických subjekt·.
Rozpo£tové omezení vlády
Vlády sv¥tových zemí ve v¥t²in¥ p°ípad· hospoda°í s nevyrovnaným rozpo£tem, tj.
p°íjmy vlády se nerovnají výdaj·m. V °ad¥ zemí pak ve°ejné výdaje p°evy²ují p°íjmy
z daní. Vláda si musí na £ást svých výdaj· p·j£it. Zadluºení z aktuálního roku se pak
p°ená²í do dal²ích let a je samoz°ejm¥ úro£eno. Ozna£me si deficit vládního rozpo£tu v
£ase t jako Dt. Deficit rozpo£tu v £ase t+ 1 má velikost
Dt+1 = Gt + (1 + rt) ·Dt − Tt . (3.5.1)
Jednoduchou úpravou rovnice vyjád°íme, ºe p°íjmy vlády se musejí rovnat výdaj·m
vlády, deficitu navý²eného o úroky a deficitu vlády v p°í²tím období:
Tt = Gt + (1 + rt) ·Dt −Dt+1 . (3.5.2)
Tato rovnice pak musí platit nejen pro jedno období t, ale i pro N ∈ N období. Roz-


















Prom¥nná DN ozna£uje hodnotu vládního dluhu za N období. Budeme p°edpokládat,
ºe není moºné, aby se vláda zadluºovala donekone£na, tj. musí platit
lim
N→∞
DN+1 = 0 . (3.5.4)
42
3 AUERBACHV-KOTLIKOFFV MODEL















3.6 Podmínky trºní rovnováhy
Protoºe se jedná o model v²eobecné rovnováhy, je nutné ur£it podmínky rovnováhy v
modelu. Rovnováha na trhu práce znamená rovnost nabízeného a poptávaného mnoº-
ství práce ve výrob¥. Mnoºství nabízené práce nezávisí pouze na preferencích jednoho
spot°ebitele, ale i na po£tu spot°ebitel·. Navíc je nutné uvaºovat v¥kovou strukturu
spot°ebitel·, protoºe individuální nabízené mnoºství práce se li²í pro spot°ebitele v
r·zném v¥ku. Uvaºujme tedy prom¥nnou Li,t, která ur£uje po£et jedinc· v ekonomice,
kte°í jsou v £ase t ve v¥ku i (pro i = 1, 2, . . . id). Jednotlivé hodnoty Li,t pak tvo°í vektor




Li,t · ni . (3.6.1)
Agregátní vý²e soukromého bohatství v £ase t, kterou si ozna£íme jako Γt je sou£tem





Li,t · ai . (3.6.2)
Otev°ená a uzav°ená ekonomika
V uzav°ené ekonomice jsou drºiteli ve²kerého bohatství spot°ebitelé. Z bohatství spo-
t°ebitel· jsou pak financovány investice výrobc· a vládní deficity. V otev°ené ekono-
mice dochází k p°ílivu nebo odlivu kapitálu mezi domácí ekonomikou a zahrani£ním.
Investi£ní pozice zem¥ je obecn¥ závislá na výnosnosti investic v domácí ekonomice
ve srovnání se zahrani£ními12, rizikovostí investic, institucionálními faktory apod. V
p°ípad¥ malé otev°ené ekonomiky se pak v ekonomických modelech b¥ºn¥ pracuje s
p°edpokladem, ºe zem¥ je pouze p°íjemcem vý²e úrokové míry, která je determinována
na sv¥tovém trhu.
12V literatu°e se £asto pouºívá pojem diferenciál úrokových m¥r nebo úrokový diferenciál.
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Popis analyzovaného p°ípadu V na²em p°ípad¥ budeme uvaºovat, ºe eská re-
publika je p°íjemcem úrokové míry, která je determinována na sv¥tovém trhu. Domácí
firmy tedy mohou dokupovat kapitál na domácím i sv¥tovém trhu a v poptávce po
kapitálu nejsou limitovány úsporami domácích spot°ebitel·. Na druhou stranu je rov-
n¥º moºné, ºe spot°ebitelé mohou investovat své úspory do zahrani£ní a získávat za
n¥ konstantní úrok, i kdyº jejich nabídka úspor pro danou úrokovou míru p°evy²uje
poptávku po úsporách domácích firem. Obecn¥ tedy povolujeme p°esuny kapitálu mezi
domácí ekonomikou a zahrani£ím. Tento p°ístup m·ºe zp·sobit nevyrovnaný finan£ní
ú£et platební bilance dané zem¥. Obecn¥ se v²ak u OLG model· ukazuje ²patná schop-
nost analyzovat a predikovat salda b¥ºného £i finan£ního ú£tu platební bilance, protoºe
jsou z velké £ásti zp·sobovány i krátkodobými ekonomickými jevy. [13] Navíc m·ºe být
deficit finan£ního ú£tu platební bilance kompenzován p°ebytkem b¥ºného ú£tu platební
bilance (£i naopak), analýza b¥ºného ú£tu platební bilance je ale mimo rozsah OLG
model·. Proto od analýzy vlivu sv¥tové úrokové míry a domácí poptávky po kapitálu
na deficit finan£ního ú£tu platební bilance abstrahujeme.
Vývoj demografické struktury
Koncept steady-state je pro Auerbach·v-Kotlikoff·v model relativn¥ komplikovan¥j²í
neº pro Ramsey·v a Diamond·v model. D·vodem je, ºe neuvaºujeme konstantní tempo
r·stu populace, ale vyuºíváme predikci v¥kové struktury obyvatelstva. Po dosaºení
steady-state v n¥m tedy ekonomika nez·stává v¥£n¥ , ale pod vlivem dal²ích demo-
grafických zm¥n se p°esune do dal²ího steady-state. Demografické zm¥ny totiº p°ímo
ovliv¬ují cenu práce a p°enesen¥ se mohou projevit i v dal²ích prom¥nných. P°íkladem
p°enosu do dal²ích prom¥nných je zm¥na vý²e da¬ových sazeb, která je reakcí vlády na
zm¥nu v da¬ových výnosech.
Výpo£et steady-state je v²ak velice uºite£ný v tom, ºe ukazuje udrºitelnost penzijního
systému pro jeho dané parametry, p°edev²ím vý²i penzí a da¬ových sazeb, a pro ur£itou
demografickou strukturu. Dále je v simulacích £asto analyzována zm¥na steady-state
v reakci na zm¥nu parametr· systému. Modely s deep parameters totiº dávají lep²í
p°ehled o tom, jaká je ú£innost konkrétní vládní politiky na celý systém. Vypo£tený
steady-state totiº zahrnuje informaci, jak budou na zm¥nu hospodá°ské politiky reago-
vat spot°ebitelé, a jak zm¥na chování spot°ebitel· ovlivní celý systém.
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4 Praktická aplikace Auerbachova-Kotlikoffova mo-
delu
V této kapitole vyuºijeme Auerbach·v-Kotlikoff·v model prakticky. Ur£íme steady-
state na základ¥ hodnot parametr·, které vycházejí ze statistických dat eské republiky.
4.1 Výpo£et steady-state
Existuje n¥kolik algoritm·, pomocí kterých lze provést výpo£et steady-state.
Heer·v-Maußner·v algoritmus
Heer a Maußner navrhují v knize [19] pro °e²ení problému následující algoritmus:
1. Ur£i odhady po£áte£ních hodnot kapitálové zásoby a zam¥stnanosti ve steady-
state.
2. Vypo£ítej rovnováºnou úrokovou míru r a mzdu w.
3. Ur£i optimální trajektorii spot°eby, úspor a relativního mnoºství odpracovaného
£asu pomocí zp¥tné indukce.
4. Na základ¥ této optimální trajektorie p°epo£ítej agregátní velikost kapitálu ve
výrob¥ a zam¥stnanost. Pokud není absolutní hodnota rozdílu pod zadanou tole-
rancí, jdi do kroku 2. Pokud ano, pak KONEC.
Algoritmus je zaloºený na numerickém °e²ení soustavy diferen£ních rovnic, kde se na
základ¥ hodnot ci+1, li+1 a ai+1 ur£ují hodnoty ci, li a ai, p°i£emº je poºadováno,
aby numerická aproximace spl¬ovala podmínku nulové hodnoty vlastn¥ných aktiv na
za£átku i na konci aktivního ºivota spot°ebitele, tj.
a1 = aid = 0 . (4.1.1)
Algoritmus je zaloºený na principu zp¥tné indukce, tj. postupujeme v °e²ení soustavy
rovnic od konce ºivota spot°ebitele na jeho za£átek. Ur£itou nevýhodou algoritmu je
nutnost exogenn¥ zadaného odhadu mnoºství aktiv spot°ebitele v posledním roce jeho
ºivota, protoºe tuto hodnotu nelze ze soustavy vy°e²it. Dále se b¥hem simulací uká-
zalo, ºe výpo£etní algoritmus je siln¥ závislý na po£áte£ních hodnotách agregátních
veli£in a p°i ²patn¥ zadaných po£áte£ních hodnotách nemusejí ceny výrobních faktor·
konvergovat k rovnováºné cen¥.
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Algoritmus zaloºený na numerické optimalizaci
Dal²í moºností °e²ení modelu je algoritmus zaloºený na numerické optimalizaci diskon-
tovaného uºitku v prost°edí aplikace Matlab13. Velikost diskontované hodnoty uºitku
spot°ebitele je závislá na trajektorii velikosti spot°eby, mnoºství volného £asu a mnoº-
ství vlastn¥ných finan£ních aktiv. Protoºe spot°ebitel rozkládá ve²kerý sv·j p°íjem na
spot°ebu a nákup finan£ních aktiv14, lze jeho chování zcela popsat pouze dv¥ma z t¥chto
t°í trajektorií.
Maximalizace uºitku spot°ebitele spo£ívá v nalezení optimálních trajektorií, které ma-
ximalizují hodnotu uºitkové funkce (3.2.4) (str. 35) p°i spln¥ní podmínky (4.1.1) a
podmínek hodnoty aktiv determinovaných spot°ebou a volným £asem (3.2.1) a (3.2.2)
(str. 34).
Pro zjednodu²ení definice funkce m·ºeme tyto podmínky slou£it pomocí prom¥nné ei,
která ur£uje individuální produktivitu spot°ebitele ve v¥ku i let (poprvé jsme ji pouºili
ve vztahu (3.1.3) na stran¥ 30). Pro zjednodu²ení kalibrace modelu budeme p°edpo-
kládat, ºe individuální produktivita jedince se v pr·b¥hu produktivního v¥ku nem¥ní,
v post-produktivním v¥ku pak spot°ebitel nem·ºe pracovat. Pak hodnoty prom¥nné ei
jsou ei = 1 pro i = 1, 2, . . . , ip a ei = 0 pro i = ip + 1, ip + 2, . . . , id.
Numerická optimalizace uºitku K numerické optimalizaci celkového uºitku lze v
aplikaci Matlab pouºít optimaliza£ní toolbox, který obsahuje funkce pro numerickou
optimalizaci funkcí. V na²em p°ípad¥ pak vyuºijeme funkci fmincon, protoºe ta umoº-
¬uje optimalizovat funkce na omezeném defini£ním oboru. Definujme si vektor l jako
vektor hodnot li pro i = 1, 2, . . . , iid , tj. l = (l1, l2, . . . , lir , 1, 1, . . . 1)
ᵀ, vektor a jako
vektor hodnot ai pro i = 1, 2, . . . , iid , tj. a = (0, a2, . . . , aid−1, 0)
ᵀ a vektor c jako vektor
hodnot ci pro i = 1, 2, . . . , iid , tj. a = (c1, c2, . . . , cid−1, cid)
ᵀ. Dále si pro p°ehledn¥j²í
zápis definujeme pomocný vektor n jako n = (1 − l1, 1 − l2, . . . , 1 − lip , 0, 0, . . . 0)ᵀ.
Funkce, kterou budeme v Matlabu optimalizovat, je funkcí vektor· a a l. Jednotlivé
sloºky vektoru c ur£íme jako
ci =
bi + (1− τw) · w · ei · ni + [1 + (1− τa)r] · ai − ai+1
1 + τc
, (4.1.2)
13Vzhledem k pouºití tohoto software je k popisu algoritmu pouºit vektorový zápis, který usnadní
orientaci v kódu.
14Spot°ebitel dále vynakládá £ást svých p°íjm· na platbu daní, ale velikost da¬ových odvod· je
funk£n¥ závislá na specifikovaných trajektoriích.
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kde jsme vyuºili vý²e popsanou prom¥nnou ei. Prom¥nná bi ozna£uje velikost penze
vyplácené osob¥ v i-tém v¥ku, p°i£emº samoz°ejm¥ platí bi = 0 pro i = 1, 2, . . . , ip.
Vztah (4.1.2) tedy platí pro osoby v produktivním i post-produktivním v¥ku.
Pro kaºdý rok ºivota spot°ebitele ur£íme velikost jeho uºitku z uºitkové funkce (3.1.1)
(str. 29). Tím získáme vektor uºitk· pro jednotlivé roky ºivota spot°ebitele u =
(u1, u2, . . . , uid)
ᵀ. Úloha maximalizace uºitku spot°ebitele pak spo£ívá v nalezení vektor·
l a a takových, pro které je sou£asná hodnota uºitku spot°ebitele maximální. Vektory
n a c jsou dopo£teny z vektor· l a a.
Tento problém je pro zadanou funkci °e²itelný pomocí funkce fmincon, p°i£emº ome-
zující podmínky jsou dány jako ai ∈ 〈0,∞) pro i = 1, 2, . . . , id a li ∈ 〈0, 1〉 pro
i = 1, 2, . . . , ir. Danou funkcí jsou pak získány aproximace vektor· l a a, které ma-
ximalizují uºitek spot°ebitele pro dané hodnoty w a r.
Nyní na základ¥ vektor· l, a, n a a ur£íme agregátní mnoºství finan£ních aktiv vlast-




Li · ni , (4.1.3)




Li · ai , (4.1.4)




Li · bi , (4.1.5)




Li · ci (4.1.6)
a celkové p°íjmy vlády ze zdan¥ní spot°eby, mezd a úrok· jako
R = τw · w ·N + τc · wC + τa · r · Γ . (4.1.7)
Z vládních p°íjm· a výdaj· m·ºeme ur£it velikost deficitu státního rozpo£tu jako
D = R− E . (4.1.8)
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Dále je pot°eba ur£it mnoºství kapitálu, který budou domácí firmy poptávat za fixní
úrokovou míru r a mzdovou sazbu v domácí ekonomice w. Pro ur£ení mzdové sazby
m·ºeme vyuºít vztah p°evzatý z [13]:
w = A
[
 ·K1− 1θ + (1− )N1− 1θ
] 1
θ−1 · (1− ) ·N− 1θ . (4.1.9)
Realizovanou poptávku po kapitálu domácích firem ur£íme op¥t numericky pomocí op-
timaliza£ního toolboxu aplikace Matlab. Vyjdeme z rovnice pro rovnováºnou úrokovou




 ·K1− 1θ + (1− )N1− 1θ
] 1
θ−1 ·  ·K− 1θ − b
2·δ2 − δ
1 + b · δ . (4.1.10)
Funkci p°epí²eme do implicitního tvaru a za r dosadíme úrokovou míru na sv¥tovém





 ·K1− 1θ + (1− )N1− 1θ
] 1
θ−1 ·  ·K− 1θ − b
2·δ2 − δ
1 + b · δ − r . (4.1.11)
Tento postup pro zaji²t¥ní konvergence n¥kolikrát opakujeme. Po£et opakování algo-
ritmu lze volit pevn¥ nebo na základ¥ procentní zm¥ny mezi starou a novou hodnotou
w a K. Pro usnadn¥ní numerického výpo£tu jsou numerické aproximace optimálních
vektor· l a a pouºity jako výchozí hodnoty pro funkci fmincon v dal²í iteraci.
4.2 Kalibrace modelu
V této £ásti shrneme dosavadní postup v kalibraci parametr· modelu a aplikujeme
vhodné hodnoty parametr· pro provedení simulace. V literatu°e [34], [4] a [13] lze na-
jít odhady deep parameters pro Auerbach·v-Kotlikoff·v model pro eskou republiku.
Budeme £erpat z £lánku [4], protoºe tyto odhady jsou nejvíce aktuální. Hodnoty para-
metr· jsou: γ = 0,8, β = 0,7, ρ = 0,01, α = 1,54, θ = 1,10, ip = 40 a id = 60. Odhady
parametru δ pro eskou republiku nejsou k dispozici, musíme tedy pouºít odhady pro
jiné ekonomiky rozvinutého sv¥ta. Takový odhad parametru lze nalézt v £lánku [25]
a na jeho základ¥ volíme δ = 0, 14. Dále musíme ur£it hodnotu úrov¬ové konstanty
A. Vyjdeme z pr·m¥rného tempa r·stu produktivity práce v eské republice od roku
2001 do roku 2011 ze zdroje a stanovíme x = 2,5. [26] Technologický pokrok zavedeme
tedy stejným zp·sobem, jako v Ramseyov¥ i Diamondov¥ modelu. Konstantu A dále
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upravíme tak, aby reflektovala sazbu dan¥ z p°íjmu pro právnické osoby, která je 19
%. Dal²í úpravy úrov¬ové konstanty provád¥t nebudeme, abychom v modelu zachovali
sou£asnou cenovou hladinu.
Praktická aplikace bude spo£ítat ve výpo£tu steady-state pro nejvzdálen¥j²í £asový
horizont, pro který existuje predikce demografické struktury, tj. pro rok 2065. [10] Ve
steady-state v takto vzdáleném £asovém horizontu budeme analyzovat vyrovnanost
státního rozpo£tu a strukturu da¬ových p°íjm·  tedy objem da¬ových výnos· z daní
ze spot°eby, daní ze mzdy a daní z výnosu z finan£ních aktiv.
Problematika státního rozpo£tu
V námi prezentovaném modelu jsme uvaºovali, ºe státní rozpo£et je pouºíván pouze
pro výplatu starobních penzí. Namísto státního rozpo£tu bychom tedy spí²e m¥li
pouºívat termín d·chodový ú£et15. V analýze ale uvaºujeme i vliv da¬ových sazeb na
chování spot°ebitele. Je z°ejmé, ºe chování spot°ebitel· ovliv¬ují ve²keré dan¥, nikoli
pouze odvody na d·chodový ú£et. Platby starobních penzí pat°í mezi tzv. mandatorní
výdaje a jejich vyplácení je pro stát povinné ze zákona. [27] Proto uvaºujme, ºe p°e-
bytek státního rozpo£tu po vyplacení starobních penzí jsou prost°edky, které budou
pouºity na dal²í ve°ejné výdaje (p°edev²ím dal²í mandatorní výdaje, p°ípadn¥ vládní
spot°ebu atd.). Vy²²í p°ebytky státního rozpo£tu umoº¬ují financovat rozsáhlej²í vládní
výdaje, naopak deficitní modelový vládní rozpo£et znamená, ºe stát má p°i sou£asných
parametrech problémy s vyplácením starobních penzí a tím pádem i z financováním
svých dal²ích výdaj·. Taková situace je pak °e²itelná pouze vládním deficitem. Ve°ejné
zadluºování ve steady-state ale signalizuje závaºný problém, protoºe pro danou de-
mografickou strukturu a podmínky na sv¥tovém kapitálovém trhu není vládní politika
trvale udrºitelná.
Stát má dále k dispozici výnosy z dan¥ ze zisku firem, kterou jsme diskutovali na
stran¥ 42. Výnos z této dan¥ explicitn¥ v analýze uvaºovat nebudeme. Uvaºujeme v²ak
vliv dan¥ ze zisku firem na cenu práce a mnoºství kapitálu ve výrob¥ pomocí úpravy
úrov¬ové konstanty A.
Problematika daní a pseudodaní Pro simulace je rovn¥º vhodné nalezení vhod-
ného nastavení da¬ového systému. Da¬ový systém se v realit¥ neomezuje jen na sta-
novení sazeb daní, ale da¬ové zákony obsahují velkou °adu da¬ových výjimek, slev,
15V textu budeme dále pouºívat pojem státní rozpo£et, nicmén¥ z tohoto d·vodu není státní
rozpo£et v tomto modelu ekvivalentem skute£ného státního rozpo£tu.
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bonus· a dal²ích atribut·, v jejichº d·sledku je vý²e da¬ové zát¥ºe spot°ebitele odli²ná
od pevn¥ dané sazby.
V p°ípad¥ dan¥ z p°íjmu naráºíme na problém sociálního a zdravotního poji²t¥ní, která
(i p°es své ozna£ení) jsou mnohem blíºe daním (viz definice v subkapitole 3.2 na stran¥
33), p°edev²ím protoºe jsou závislá na mzd¥ spot°ebitele a nikoli na b¥ºných principech
pojistné matematiky. Proto lze zdravotní a sociální poji²t¥ní ozna£it jako pseudoda¬ ,
které ovliv¬uje chování spot°ebitel· obdobným zp·sobem jako dan¥.
Problematika ve°ejných výdaj· Demografická struktura ovliv¬uje vládní výdaje
i mimo penzijní systém. Nap°íklad výdaje na zdravotní a vzd¥lávací systém jsou závislé
na po£tu obyvatel v jednotlivých v¥kových skupinách. Bouzahzah, Croix a Docquier v
£lánku [7] publikovali upravenou verzi Auerbachova-Kotlikoffova modelu se zahrnutím
ve°ejných výdaj· na jednotlivé v¥kové skupiny a provedli simulaci vývoje ekonomiky
Spojených stát· amerických. V £lánku je také krom¥ reformy penzijního systému simu-
lován vliv reformy vzd¥lávacího systému na ve°ejné rozpo£ty. V na²ich simulacích ale
pro zjednodu²ení uvaºujeme, kolik zbývá z da¬ových výnos· na dal²í vládní výdaje po
vyplacení starobních penzí.
D·chody osob star²ích neº 80 let V simulaci uvaºujeme deterministickou délku
ºivota, která je dána hodnotou parametru id. Dle prognózy demografické struktury ale
budou v populaci ºít osoby i ve vy²²ím v¥ku. V simulovaném roce 2065 tato skupina
obsahuje 1,6 milionu osob. Stát tedy bude muset je²t¥ vyplácet penze t¥mto spot°ebite-
l·m. Vzhledem k tomuto po£tu je pot°eba jejich chování do simulace zahrnout. Budeme
uvaºovat, ºe tito spot°ebitelé kaºdý rok svého ºivota spot°ebují celý sv·j d·chod. Tito
spot°ebitelé tedy netvo°í ºádné nové úspory ani nemají ºádné úspory z p°edchozího ºi-
vota. Spot°ebitelé samoz°ejm¥ platí ze svých nákup· spot°ebního zboºí spot°ební da¬.
Do simulace tedy zahrneme objem penze vyplacený t¥mto spot°ebitel·m i jejich platby
spot°ební dan¥. Vzhledem k tomu, ºe tito spot°ebitelé nevytvá°ejí ºádné úspory, nedo-
chází k ovlivn¥ní jiných agregátních veli£in.
Vý²e d·chodu
Jedním z nejd·leºit¥j²ích nástroj· státní penzijní politiky je stanovení vý²e penzí. Vý²e
starobní penze se v realit¥ odvíjí od konkrétní vý²e mzdy spot°ebitele v pr·b¥hu jeho
ºivota. V p°ípad¥ reprezentativního spot°ebitele lze vý²i penze bi ur£it v závislosti na
vý²i ceny práce w.
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Protoºe neuvaºujeme zm¥nu produktivity práce spot°ebitele v pr·b¥hu jeho ºivota, je
cena práce w stejná pro v²echny jedince v produktivním v¥ku. Ur£íme si tedy vý²i penzí
na základ¥ pr·m¥rné vyplacené mzdy.
Penzi nebudeme fixovat p°ímo na cenu práce w, ale na skute£n¥ vyplácenou pr·m¥rnou
mzdu. Rozdíl je v tom, ºe pr·m¥rn¥ vyplácená mzda je závislá i na mnoºství volného
£asu spot°ebitele. Cena práce w je cenou za jednu jednotku práce, tj. odpovídá situaci,
kdy spot°ebitel vloºil ve²kerý sv·j disponibilní £as do výroby a m¥l nulové mnoºství
volného £asu. Dále budeme uvaºovat, ºe penze je vázána na mzdu spot°ebitele po zda-
n¥ní. Tím zvý²íme p°ehlednost výsledk· simulace. Mzda je tedy vázána na pr·m¥rnou
£istou mzdu.
Ozna£me si pr·m¥rnou £istou mzdu jako w¯. Pr·m¥rná £istá mzda je závislá na celkovém
mnoºství disponibilního £asu spot°ebitel· a mnoºstvím skute£n¥ odpracovaného £asu a
lze ji ur£it ze vztahu
w¯ =





Definujme si nyní parametr χ, který ur£uje pom¥r mezi cenou práce a vý²í starobní
penze, tj.
bi = χ · w¯ , i = ip, ip + 1, . . . . (4.2.2)
Tento p°ístup je zna£ným zjednodu²ením oproti skute£nému systému výpo£tu penzí. Z
hlediska na²eho p°ístupu a modelování pomocí reprezentativního spot°ebitele je d·leºitý
p°edev²ím celkový objem mezd, který m·ºe tímto zp·sobem být aproximován.
4.3 Provedené simulace a interpretace výsledk·
V této £ásti budeme provád¥t simulace nakalibrovaného modelu a budeme v¥cn¥ a
kriticky interpretovat výsledky simulací, p°edev²ím v kontextu ekonomické teorie.
Sledované veli£iny
Pro kaºdou simulaci budeme sledovat následujících ²est veli£in:
1. mnoºství finan£ních aktiv vlastn¥ných reprezentativním spot°ebitelem v pr·b¥hu
jeho ºivota,
2. mnoºství spot°ebovaného zboºí reprezentativním spot°ebitelem v pr·b¥hu jeho
ºivota,
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3. rozdíl mezi p°íjmy a výdaji reprezentativního spot°ebitele do vládního rozpo£tu
v pr·b¥hu jeho ºivota,
4. relativní mnoºství odpracovaného £asu reprezentativním spot°ebitelem v pr·b¥hu
jeho ºivota,
5. podíl výdaj· na penze na celkovém výb¥ru z daní z p°íjmu, úrok· a spot°eby,
6. absolutní objem vybraných prost°edk· z dan¥ ze mzdy, dan¥ ze spot°eby a dan¥
z výnos· z finan£ních aktiv.
První £ty°i hodnoty se tedy týkají individuálního chování spot°ebitele, dal²í dv¥ analy-
zují výsledné hospoda°ení státu na základ¥ chování celé populace. Výsledky jednotlivých
simulací jsou pak uspo°ádány jako podgrafy.
Analýza vlivu úrokové míry
Nejprve budeme analyzovat vliv úrokové míry na vývoj ekonomiky. Výsledky simulace
na obrázku 4 jsou zaloºeny na parametrech: τw = 0,31, τa = 0,15 a τc = 0,175, χ = 0,5,
ip = 40, id = 60,  = 0, ,5, θ = 1,10, δ = 0,14, b = 1, γ = 0,7, β = 0,8. Úroková míra je
z°ejm¥ d·leºitým determinantem vývoje ekonomiky.
Z obrázku je patrné, ºe u úrokové míry p°evaºuje mikroekonomický substitu£ní efekt na
d·chodovým. Podle substitu£ního efektu p°i r·stu úrokové míry zvy²ují spot°ebitelé své
úspory, protoºe jsou lákáni vy²²ími výnosy z úrok·. D·chodový efekt naopak znamená,
ºe subjekty budou p°i r·stu úrokové míry sniºovat své úspory, protoºe k získání stejného
absolutního úrokového výnosu posta£uje men²í objem úspor.
P°i úrokové mí°e r = 0, 01 spot°ebitelé nevytvá°ejí tém¥° ºádné úspory a jejich spot°eba
ve stá°í je závislá na penzích od státu. Tato závislost m·ºe být relativn¥ nebezpe£ná.
Protoºe subjekty nevytvá°ejí úspory, nedochází k pr·b¥hu ºivota spot°ebitele k výraz-
ným zm¥nám v pom¥ru práce a volného £asu.
Na úrokové mí°e je závislá i bilance státního rozpo£tu. Na obrázku 4 vidíme, ºe p°i
vy²²í úrokové mí°e roste objem spot°eby, coº zvy²uje výnosy ze spot°ební dan¥. Dále v
d·sledku r·stu úspor roste i výnos z dan¥ z úroku. Naopak výnos z dan¥ z p°íjmu mírn¥
klesá. Niº²í úroková míra naopak sniºuje úroky z p°ípadného rozpo£tového deficitu, ke
kterému by vlád¥ v dané situaci z°ejm¥ musela p°istoupit.
Reálnou úrokovou míru na evropském trhu je pro £eskou vládu prakticky nemoºné
ovlivnit. Dlouhodob¥ nízká úroková míra dle dané simulace sniºuje úspory spot°ebitel·
a tím pádem zna£n¥ komplikuje dopady demografických zm¥n na ekonomiku.
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Obrázek 4: Steady-state pro r·zné úrokové míry
Analýza vlivu parametru χ
Zajímavé jsou záv¥ry plynoucí z druhé simulace. Výsledky simulace jsou na obrázku
4. V simulaci provádíme zm¥nu parametru χ a úrokovou míru stanovíme na r = 0,03,
ostatní parametry oproti p°edcházející simulaci nem¥ní. Z obrázku je patrné, ºe nejvý-
razn¥j²í rozdíly jsou v mnoºství vlastn¥ných aktiv. P°i dané úrokové mí°e jsou subjekty
donuceny k vy²²ím úsporám.
Ú£ink· sníºení penzí je n¥kolik. Asi nejvýznamn¥j²í je sníºení ºivotní úrovn¥ spot°e-
bitel· v post-produktivním v¥ku, které je patrné z velikosti jejich spot°ebních výdaj·.
Spot°ebitelé p°i niº²í hodnot¥ parametru χ více spo°í, p°i£emº vy²²ích úspor dosahují
spí²e vy²²í pracovní aktivitou neº omezením spot°eby v produktivním v¥ku. Dále vy²²í
vyplácené penze prohlubují rozpo£tový deficit.
Jasný záv¥r této simulace je, ºe pro kompenzování demografických zm¥n jsou d·leºitá
p°edev²ím informovanost spot°ebitel· o vý²i jejich budoucích penzí a moºnostech úspor
a tím pádem také stabilní právní a institucionální prost°edí. Bohuºel v realit¥ °ada
t¥chto p°edpoklad· spln¥na není. Jedním z mnoha d·vod· je, ºe vý²e vládních transfer·
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Obrázek 5: Steady-state pro r·zné hodnoty χ
je relativn¥ snadno pouºitelný nástroj pro získání voli£ské podpory. Dal²ím problémem
je volatilita úrokových m¥r, které se m¥ní v d·sledku cyklického vývoje ekonomiky. To
rovn¥º sniºuje ochotu subjekt· k úsporám.
Uvaºujme nyní situaci, kdy je reálná úroková míra niº²í, a to r = 0, 01. Jak jsme vid¥li
na grafu 4, p°i nízké úrokové mí°e roste závislost spot°ebitel· na státem vyplácených
penzích. Z grafu 6 je z°ejmé, ºe p°i nízké úrokové mí°e nevytvá°ejí subjekty dostate£n¥
velké úspory a tím pádem roste jejich závislost na státem vyplácených penzích. Poli-
tika nízkých úrokových sazeb, které jsou um¥le udrºovány centrálními bankami, tedy
m·ºe vést k prohlubování problému deficitu ve°ejných rozpo£t·, protoºe spot°ebitelé
p°i nízkých úrokových sazbách nevytvá°ejí dostate£n¥ velké úspory a spoléhají na státní
penze. Z dlouhodobého hlediska má tedy um¥lé sniºování úrokových sazeb spí²e nega-
tivní ú£inky na d·chodový systém.
Oba grafy potvrzují záv¥ry z Diamondova modelu, ºe d·leºitým determinantem pro
vývoj penzijního systému je reálná úroková míra. P°i nízké reálné úrokové mí°e je pro
subjekty výhodn¥j²í nahradit soukromé úspory závislostí na státu. Naopak p°i vy²²í
úrokové mí°e je pro subjekty výhodné na vlastní d·chod si spo°it.
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Obrázek 6: Steady-state pro r·zné hodnoty χ p°i r = 0, 01
Analýza vlivu da¬ové sazby
Velikost da¬ových sazeb p°ímo ovliv¬uje velikost a strukturu p°íjm· státního rozpo£tu.
Zm¥na da¬ových sazeb má ale celou °adu d·sledk·, mezi n¥º pat°í i p°izp·sobení v cho-
vání spot°ebitel·, který mohou v n¥kterých p°ípadech sniºovat efekt vy²²ích da¬ových
sazeb na da¬ové výnosy.
Na obrázku 7 vidíme efekt zvy²ování sazby spot°ební dan¥. Parametry simulace jsou
stejné jako v p°edchozích dvou, úroková míra je stanovena na r = 0,03
Vidíme, ºe p°i zvy²ování sazby spot°ební dan¥ dochází ke zvy²ování da¬ových výb¥r·.
Vy²²í sazba spot°ební dan¥ vede spí²e k niº²í spot°eb¥ subjekt·, relativní odpracovaný
volný £as se tak výrazn¥ nem¥ní. Vy²²í výnos ze spot°ební dan¥ rovn¥º výrazn¥ nem¥ní
výb¥ry dan¥ ze mzdy a dan¥ z úrok·.
Na obrázku 8 je provedena simulace zvý²ení dan¥ ze mzdy. Zvý²ení dan¥ z p°íjmu op¥t
sniºuje spot°ebu a tím i ºivotní úrove¬ spot°ebitel·, sou£asn¥ se zvy²ují da¬ové p°íjmy.
Zvý²ení dan¥ z p°íjm· ovliv¬uje strukturu da¬ových p°íjm·, protoºe v d·sledku niº²í
spot°eby klesá výnos ze spot°ební dan¥. Dal²ím negativním jevem je pokles vlastnictví
finan£ních aktiv spot°ebitel·. Ti op¥t sniºují své úspory a tím roste jejich závislost
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Obrázek 7: Steady-state pro r·zné hodnoty τc
na státem vyplácených penzích. Zvy²ování sazby dan¥ ze mzdy zvy²uje da¬ové výnosy
a op¥t dochází ke zm¥n¥ da¬ové struktury, která je zp·sobena poklesem spot°eby a
poklesem výnosu ze spot°ební dan¥.
Problematika Lafferovy k°ivky Lafferova k°ivka je koncept vyvinutý americkým
ekonomem Arthurem Lafferem, p°edním p°edstavitelem ekonomického sm¥ru známého
jako ekonomie strany nabídky. Podle Lafferovy teorie dochází p°i zvy²ování da¬ové
sazby od ur£itého bodu k poklesu da¬ových výnosu, které jsou zp·sobovány oslabová-
ním ekonomické aktivity subjekt·, p°ípadn¥ p°esunem do ²edé ekonomiky atd. [38] Dle
na²ich výpo£t· vede zvy²ování da¬ových sazeb ke zvy²ování da¬ových p°íjm·, takºe
se efekt Lafferovy k°ivky neprojevuje. V opa£ném p°ípad¥ by existoval strop pro vý²i
vládních p°íjm·, který by vláda nemohla p°ekro£il. V p°ípad¥ deficitního rozpo£tu i p°i
dosaºení tohoto stropu by vláda musela p°istoupit k omezování vý²e penzí, p°ípadn¥
zvý²ení sazby n¥které z dal²ích daní.
Teoreticky tedy vláda m·ºe °e²it problém d·chodového systému zvy²ováním da¬ových
sazeb, d·sledkem ov²em bude pokles ºivotní úrovn¥ spot°ebitel· a r·st závislosti spo-
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Obrázek 8: Steady-state pro r·zné hodnoty τc
t°ebitel v post-produktivním v¥ku na státem vyplácených penzích.
Analýza vlivu zm¥ny v¥ku odchodu do penze ip
Jiº v popisu Auerbachova-Kotlikoffova modelu jsme si uvedli, ºe v¥k odchodu do d·-
chodu ip je jedním z £asto m¥n¥ných parametr· státní d·chodové politiky. Budeme
simulovat vliv této zm¥ny. Parametry simulace jsou op¥t stejné jako v p°edchozích si-
mulacích. V simulaci jsou zobrazeny výsledky16 pro hodnoty ip = 40, ip = 43, ip = 46,
ip = 49, ip = 52.
Z grafu 9 je z°ejmé, ºe spot°ebitelé p°i vy²²ím v¥ku odchodu do d·chodu pracují déle,
jinak ale nedochází k výrazn¥j²í zm¥n¥ chování spot°ebitele v pr·b¥hu jeho ºivota.
Relativní mnoºství odpracovaného £asu totiº s v¥kem reprezentativního spot°ebitele
klesá a klesání se projevuje i p°i vy²²ím v¥ku odchodu do d·chodu. P°i niº²ím v¥ku
odchodu do d·chodu je úrove¬ spot°eby spot°ebitele v letech t¥sn¥ po odchodu do
16Z propor£ních d·vod· v grafu není legenda pro jednotlivé hodnoty ip, ale konkrétní hodnoty jsou
z°ejmé z grafu relativního mnoºství odpracovaného £asu.
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Obrázek 9: Steady-state pro r·zné hodnoty ip
d·chodu mírn¥ vy²²í.
Pozitivní vliv má zvy²ování parametru ip na podíl penzí na da¬ových výb¥rech. Efekt
spo£ívá p°edev²ím ve sníºení výdaj· na starobní penze ze státního rozpo£tu, protoºe
vzhledem k relativn¥ nízkému relativnímu odpracovanému £asu výrazn¥ neroste výb¥r
dan¥ ze mzdy.
Zvy²ování v¥ku odchodu do d·chodu je tedy moºností, jak zlep²it bilanci ve°ejných
rozpo£t·, z d·vodu vy²²ího odpracovaného £asu v²ak klesá ºivotní úrove¬ spot°ebitel·.
Tato politika má v praxi celou °adu dal²ích komplikací, p°edev²ím zhor²ující se zdravotní
stav spot°ebitel· a z toho plynoucí niº²í produktivita práce. Tento problém by bylo
moºné °e²it aplikací k°ivky individuální produktivity práce v závislosti na v¥ku. Pro
eskou republiku není její odhad zatím k dispozici, v p°ípadné simulaci by ale ²lo
vycházet nap°. z odhadu pro ekonomiku Spojeného království Velké Británie a Severního
Irska, které lze najít v £lánku [24].
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Analýza vlivu tempa r·stu produktivity práce x
Posledním parametrem, který budeme m¥nit, je tempo r·stu produktivity práce. D·-
leºitost tohoto parametru jsme odvodili jiº z Diamondova modelu (viz subkapitola 2.3
na stran¥ 26). Abychom se vrátili k diskusi v subkapitole 2.3, uvaºujme v této simulaci
reálnou úrokovou míru r = 0,02, abychom mohli analyzovat situace, kdy je úroková
míra vy²²í i niº²í neº tempo r·stu produktivity práce x. R·st produktivity práce je
velice komplikovanou otázkou a nelze jej dosáhnout úpravou parametr· vládní fiskální
politiky.
Obrázek 10: Steady-state pro r·zné hodnoty ip
Vy²²í tempo produktivity práce zvy²uje ºivotní úrove¬ spot°ebitel·, protoºe se zvy²uje
jejich spot°eba (v produktivním i post-produktivním v¥ku) a sou£asn¥ klesá relativní
mnoºství odpracovaného £asu. Vy²²í tempo r·stu produktivity práce zvy²uje reálné
mzdy, £ímº se zvy²ují da¬ové výb¥ry z dan¥ z p°íjmu. Samoz°ejm¥ roste i výb¥r dan¥
ze spot°eby, vzhledem k vy²²ím úsporám p°i vy²²í produktivit¥ práce rostou i výb¥ry
dan¥ z výnos· z finan£ních aktiv.
Reálná mzda se pro jednotlivé varianty m¥ní stejn¥ jako produktivita práce. Protoºe
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vý²e penze je dána fixn¥ v závislosti na pr·m¥rné mzd¥, výrazn¥ se nem¥ní podíl penzí
na da¬ových výb¥rech. Vy²²í tempo r·stu produktivity práce by tedy zvý²ilo reálnou
ºivotní úrove¬ spot°ebitel· i da¬ové výb¥ry, výrazn¥ se ale nem¥ní podíl vyplacených
penzí na da¬ových výb¥rech. P°ípadné sníºení vládního deficitu by muselo být realizo-




V této práci jsme si popsali základní východiska teorie ekonomického r·stu a popsali
si základní my²lenku model· s p°ekrývajícími se generacemi. Dále jsme si podrobn¥ji
popsaly dva z OLG modely: Diamond·v model a Auerbach·v-Kotlikoff·v model. Do-
sp¥li jsme k záv¥ru, ºe pro praktickou aplikaci a kalibraci na základ¥ empirických dat
je vhodn¥j²í Auerbach·v-Kotlikoffov·v model. Tento model je v²ak svou konstrukcí
vzdálen¥ podobný prvnímu jmenovanému modelu.
Auerbach·v-Kotlikoff·v model je robustní v·£i Lucasov¥ kritice, a tak jej lze pou-
ºít k analýze vlivu zm¥ny hospodá°ské politiky na vývoj ekonomiky. Vy²li jsme s
demografické prognózy eského statistického ú°adu a provedli simulace steady-state
Auerbachova-Kotlikoffova modelu pro rok 2065 pro eskou republiku. Sledovali jsme
p°edev²ím to, jak zm¥ny parametr· modelu ovlivní steady-state. Z toho lze zjistit, jak
budou na zm¥nu podmínek v ekonomice reagovat spot°ebitelé. M¥nili jsme jak para-
metry p°ímo ovlivnitelné hospodá°skou politikou vlády, tak i parametry £áste£n¥ (nebo
zcela) nezávislé na hospodá°ské politice na²í vlády.
Na základ¥ provedených simulací lze formulovat záv¥r, ºe budoucnost d·chodového sys-
tému závisí nejen na demografickém vývoji, ale na celé °ad¥ dal²ích parametr·. ivotní
situace spot°ebitel· v produktivním i post-produktivním v¥ku je závislá jak na vý²i
penzí a vý²i zdan¥ní, tak i na r·stu produktivity práce a sv¥tové úrokové míry. Vy²²í
úroková míra zvy²uje motivaci spot°ebitel· k úsporám a sniºuje jejich závislost na státu.
Vy²²í produktivita práce zvy²uje reálnou mzdu a tím i ºivotní úrove¬ osob v produktiv-
ním i post-produktivním v¥ku. V dlouhodobém £asovém horizontu by tedy vláda m¥la
v¥novat pozornost p°edev²ím hledání politik zaji²´ující r·st produktivity práce zam¥st-
nanc· v eské republice. P°i vy²²í produktivit¥ práce lze snáze financovat d·chodový
systém, sou£asn¥ díky vy²²ím mzdám rostou úspory spot°ebitel· a klesá jejich závislost
na státu. K °e²ení demografického problému by rovn¥º nepochybn¥ p°isp¥la vy²²í insti-
tucionální a politická stabilita, srozumitelný systém výpo£tu penzí a minimální zm¥ny
v da¬ových sazbách.
Základní verze Auerbachova-Kotlikoffova modelu je deterministická. Vládní politika je
p°esn¥ dána a známa v²em spot°ebitel·m, nedochází k výkyv·m úrokové míry a délka
ºivota je deterministicky daná. Úkolem dal²ího výzkumu m·ºe být vývoj a kalibrace
modelu, který uvolní n¥které z vý²e uvedených p°edpoklad·. Lze analyzovat, jak bu-
dou subjekty reagovat na stochastickou délku ºivota a stochastické ²oky, které mohou
p°edstavovat nap°íklad zm¥nu da¬ových sazeb nebo výkyvy na evropských kapitálo-
vých trzích. Dal²í moºností je zahrnout do modelu i dal²í ve°ejné výdaje a ve°ejn¥
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financované sluºby, které jsou závislé na demografické struktu°e, p°edev²ím ²kolství a
zdravotnictví.
Vzhledem ke stálému stárnutí populace lze p°edpokládat, ºe t¥mto výzkum·m bude
v¥nována stále v¥t²í pozornost. Nám¥tem dal²ího výzkumu rovn¥º m·ºe být analýza
p°esnosti prognóz Auerbachova-Kotlikoffova modelu a p°ípadné zkoumání faktor·, které
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